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Hermann Gûnther Grafsmanu, geboren am 15. April 1809, ge- 
storben am 26. September 1877 in Stettin, gab zuerst der gesaraten 
Mathematik ein allgemeines Fundament durcli seine im Jahre 1844 
erschienene lineale Ausdehnungslehre und durch seine Ausdehnungs- 
lehre, welche im Jahre 1862 veroffentlicht vvurde. 

Unter dem Titel „Hermann Grafsmann" hat Dr. Viktor Schlegel 
kurz nacb dem Hinscheiden unseres genialen Mathematikers desseu 
Leben und Wirkeu beschrieben. 

Infolge der eigentûm lichen Abfassung beider Werke und in Er- 
mangelung des Ausblickes der praktischen Bedeutung dieser Schopfung 
verhinderte die Sehwierigkeit ibres Studinms biaher eine voile Wechsel- 
wirkung zwîschen den Ideen Grafsmanns und der derzeitigen Mathe- 
matik. Wohl wnrden Versuehe unternommen , seine Errungenschaft 
nutzbar zu machen, jedoch gescbab solches aus niancherlei Grunden 
obne wesentlieben Erfolg. Der erste Mathematiker, weleher bestrebt 
war, in einfaeheni Gewande Grafsmanns Auffassung der Mathematik 
wieder zu geben, ist Dr. Viktor Schlegel. Derselbe verbffentlichte in 
den Jahren 1872 und 1875, auf Veranlassung von Clebach, sein System 
der Raumlehre und der modernen Algebra nach den Frinzipien der 
Ausdehnungslehre (Leipzig, B. G. Teubner), sodann hat er wiederholt 
in Zeitschriften auf die Wichtigkeit der Ausdehnungslehre hingewiesen. 

Der Grundrifs der Mechanik von Professor Dr. Liiroth (Miinehen, 
Ackermann, 1881) zeigte den grolsen Nutzen von Grafsmanns An- 
schauung. In den ersten achtziger Jahren versuchte Dr. R. Mehmke 
eine Vorlesung ilber die Ausdehnungslehre am Polytechnikum in Stutt- 
gart. Der verstorbene Gymnasialoberlehrer Dr. Hermann Noth leitete 
eine Arithmetik der Lage ab (Leipzig, J. A. Barth, 1882). Der Gym- 
nasialprofessor Mabler gab eine Einleitung in die Ausdehnungslehre 
(Schulprogramm des Gymnasiums in Ulm, 1883 — 1884). Im Jahre 
1885 entwickelte Leopold Schendel die Grundziige der (hoheren) 
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Algebra nach den Prinzipien der Ausdelinungslelire (Halle a. S., 
H. W. Schniidt). Dr. Kirchner versuchte die Beweguug unver&nder- 
licher ebener Système mittelst der Strcckenrecbnung darzustellen (Pro- 
gramm des Realgymnasiums zu Meiningen, 1887), was R. Mehmke 
scboû frfiher fiir geometrîscbe, ahnlich verânderliche Système gethan 
hat (Civilingenieur, Band 29, Heft 7). Der Gymnasialoberlehrer Her- 
manu Grafsmann, ein Sohn unseres hochverdienten Mathematikers, 
bearbeitete eine allgemeine Théorie der Raumkurven und krummen 
Flâchen (Programin der Lateinischen Hauptschule zu Halle a. d. S., 
Nr. 217, 1886, Nr. 220, 1888), fur die er ebenfalls die Streckenrech- 
îmiig verwendete. Im Jabre 1888 erschien der geometrische Kalkiil 
von Giuseppe Peano, Professor as der Militarakademie in Turin. Aber 
au cli Ënglânder, Franzosen und Amerikaner sind bestrebt, in das 
Wesen der Ausdehnungslehre einzudringen. 

Naehdem sich durch mebrjâhrige vou mir unteraommene Studien 
und Erwagungen der Arbeiten Grafsmanns herausgeatellt hat, dais 
dessen Ausdehnungslehre nicht nur von theoretischem, sondern auch 
von grofaem praktiscben Nutzen îst, bandelt es sich nunmehr darurn, 
die erzielten Resultate weiteren Kreisen bekannt zu geben. 

Die Grundlage fur die Géométrie und die theoretiache Mechanik 
bildet der geometrîscbe Kalkiil, die Rechnung mit geometrischen 
Grofaen. 

Das vorliegende Werkchen giebt einen Abrifs dièses Kalkîils mit 
Rficksicht auf seine Verwendung in der hôheren Géométrie und der 
theoretischen Mechanik, sein Gedankengang ist ein mehr praktischer 
als theoretischer. Die Lebrsâtze wurden in m5glichst einfacher Form 
entwickelt. Jedem seiner Abschnitte sind Beispiele zur Ùbung an- 
geschlossen worden, um dem Léser die riotwendige Gelegenheit zu 
geben, mit dem geometrischen Rechnen vertraut zu werden, ibm zu 
zeigen, in welcher Art der geometrîscbe Kalkiil bei der Losung von 
Pro blême n arbeitet. 

An diesen Grundrifs sollen sich in Balde kleinere Lehrbiicher fur 
die hohere Géométrie und die theoretische Mechanik fiîgen, woruber 
ich an der Universitat Zurich ebenfalls bereits Yorlesungen halte, 
denn erst dann kann die Tragweite der Schopfung Grafsmanns iu 
weiteren Kreisen in richtiger Weise erfafst werden. 

Fur die polydimensionale Gcometrie und die moderne Algebra, 
welche zunachst nur fiir den Mathematiker von Interesse sind, wurde 
ein besonderes Biichlein in Aussicht genommen. 

Den Herren Gymnaaiallebrern St. D . . . . und Dr. M. M 

in M , welche bereitwilligst die Druckkorrekfcur der vorliegenden 
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Vorwort. Vil 

Arbeit iibcrnalimen, spreehe îcb dafiîr meinen besten Daiik aus. 
Ebenso danke ich der hochgeaehâtzten Verlagshandlung fîir die'exakte 
Ausfiihrung des Bûches. 

Den Fachgenossen iibergebe ich dièse Abhandlung mit der Bitte 
um woblwollende Benrteilung ihres Inhaltes und dem Wunsche, date 
sîe durch dieselbe in die Lage kommen miJchten, die Arbeiten Grafs- 
raanna mit Leicbtigkeît zu studieren. 

Zurich, im Jariuar 1893. 

Ferdinand Kraft. 
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Einleitung. 



§ 1. Die geometriaehen Gebilde. 

In (ier Géométrie, der Raumlehre, îst der Punkt das Elément, das- 
jeuige Gebilde, welches durch Ortsânderung samtliche geometrischen 
Gebilde erzeugt, resp. erzeugen kann. Andert ein Punkt im Raume 
seinen Ort stetig, so kommt et mit anderen Punkten des Raumes in 
Kontak t , oder er e rzeng t eine Reihe stetig aufeinander folgendex. 
Punkte, die mit gewissen Punkten des Raumes zusammenfallen , wo- 
bei wir uns den ganzen unendlichen Raum von Punkten kontinuierlich 
erfïïllt denken. Die Gesamtheit der so erzengten Punkte nennen wir 
eine Linie. Die Punkte einer Linie erscbeinen somit wesentlich ala 
verechieden, weshalb wir sie mit verschiedenen Buchstaben bezeichnen, 
es liaftet ihnen aber nicht nur das Verschiedene, sondem aucb das 
Gleicbe an, denn wir konnen sie aucb aïs die verschiedenen Lagen 
eines und desselben Punktes, des Erzeugers, auffassen. Das Erzeugnis, 
die Linie, besitzt eine gewisse Ausdebnnng, eine gewisse Lange, und 
zwar nur eine solcbe. Desbalb nennen wir eine Linie ein Àusdehnungs- 
gebilde erster Stufe nnd sagen: 

Ein geometrisches Ausdehnungsgebilde erster Stufe ist 
die Gesamtheit der Punkte, in welche der daeselbe erzeu- 
gende Punkt b'ei stetiger Anderung ûbergeht. 

Den erzengenden Punkt in seinem Anfangszustande nennen wir 
das Anfangselement, in seinem Endzustande das Endelement und dièse 
beiden Elemente zusamtnen die Grenzelemente des durch seine stetige 
Anderung hervorgebrachten Ausdehnungsgebildes erster Stufe. 

Zu jedem Ausdebnungsgebilde gehort ein entgegengesetztes, letz- 
teres besitzt dieselben Elemente, aber in umgekehrter Entatehungs- 
weise wie das erstere, es sind dabei nameutlich die Grenzelemente als 
Anfangs- und Endelement mit einander vertauscht. Ist AB eine, 
durch die Bewegung eines Punktes von A nach B entstandene Linie, 
so ist das entgegengesetzte Ausdehnungsgebilde dasjenige, welches 
durch die Bewegung des erzeugenden Punktes von B nach A in der 

Kraft, Abrili des geomett. KaUmlu. 1 
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2 Die georoetriscben Gebilde. 

Weise hervorgebraeht wird, dafs dasselbe die nâmlichen Eleiuente, mir 
in umgckehrter Entstehuogsweise, besitzt. 

Aus dcm Orte, nach welchem hin die Bewegung des erzeugenden 
Punktes augenblicklich stattfindet, erkennen wir die Richtung der Be- 
wegung, die Richtung der ysnderung. Von der Anderung der Richtung 
des Erzeugers hiLngt die Form, die Gestalt der Linie ab. Ist die 
Richtung stets dieselbe, so ist auch die Anderungsweise des erzeugen- 
den Punktes stets dieselbe, und es entstebt dann das eiofache Aus- 
dehnungsgebilde erater Stufe, welcbes 'wir Strecke nennen. Sind A 
und B die Grenzelemente eines solcben Gebildes, bezeichnen wir das- 
selbe durch AB, dann konnen wir eagen: 

Die Strecke AB ist der Inbegriff aller Ortslagen des 
stetig in derselben Ricbtuag von A nach B sîch underndeu 
Punktes A. 

Bewegt sicb ein Punkt stetig in derselben Richtung von A nach 
B, so erzeugt er die Strecke ÂB, bewegt er sicb Btets in eutgegen- 
gesetzter Richtung von B nach A, so entsteht die Strecke BA, das 
Entgegengesetzte von AB. Nehmen wir die erste Erzeugungs weise 
als die positive an, so ist die zweite, als die entgegengesetzte, die 
négative, weshalb die Gleichung gilt 

Â.B — — BÂ, oder À~JS + BA*=0, 
demi beide Strecken haben gleiche Langen. 

Ândert ein Punkt seine Lage von dem Orte A aus stetig und in 
der gleichen Weise ununterbrochen, ebenso von A aus stets in ent- 
gegengesetzter Richtung ununterbrochen, so erzeugt er die unendlicbe 
gerade Linie, die unbegrenzte Gerade. Die unbegrenzte gerade Linie 
konnen wir uns aus beliebig vielen Strecken zusammengesetzt denken, 
denn je zwei ihrer Punkte konnen als Grenzelemente der zwischen ibnen 
liegenden Strecke angeseben werden. Deshalb nennen wir die unbe- 
, grenzte gerade Linie das geometrische System erster Stufe, 
wohingegen die Strecke die eïnfache Ausdehnungsgrôfse erster Stufe 
ist. Die Grofse einer Strecke wird durch deren Lange, d. b. durch 
den wechselseitigen Abstand ihrer Grenzelemente gegeben, und es ist 
dièse Lange das Maafs der Ausdehuung. 

Verstehen wir von jetzt au unter der Richtung einer Strecke die 
gerade Linie, von welcher sie ein Teil Î3t, so haben wir an einer 
Strecke ihre Lange, îhre Richtung und ihren Entstehungssinn zu unter- 
scheiden. Erstere bedingt ihre Ausdehuung, ihre Grofse, die Richtung 
die gegenseitige Lage ihrer Grenzelemente, und der Entstehungssinn 
bestimmt die Grenzelemente als Anfangs- und Endelement, Den Ent- 
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Die geometriecben Gebilde. 3 

stehungssinn kdnnen wir in mehrfacher Weis'e bezeichnen. Wir karak- 
terisieren ihn entweder durch die Folge der Buchstaben, welche die 
Grenzelemente benennen, ao dafs z. B. die Strecke AB im Sinne von 
A nach B entstanden anzuaehen iat, oder durch eine in die Strecke 
oder an das Endelement derselben gesetzte Pfeilapitze, welche Spitze 
nach dem End de monte zeigt. 

Zwei Strecken nennen wir einander gleich oder Squi - 
valent, d. h. eie ai nd fur _sia.a nder subatitnierbaj , wenn aie. 
gleiche Langen, gleiche Richtungen und denselben Ent- 
atehungssinn besitzen, so dafa ffir ihre Gleichheit ihre 
wechjjLLseitige Lage niçht in Betracht ko m m t. — Zwei - 
Strecken beifsen i dentisch gleic h, wenn ihre gleichnamigeu 
Grenzelemente znsammenfallen, wenn aie aich wechselaeitig 
vollstandig decken und denselben Entstehungssinn zeigen. 

Sîiul zwei Strecken einer dritt.cn Strecke gleich, ao sind 
aie unter aich gleich. 

Denn beatehen die Gleichungen 

AB = MN, CD — MN, 
so ist auch 

À~B = CD. 

Beaitzen zwei Strecken nnd zwei Système erster Stufe je die Be- »*S 
schaffenheit der Gleichartigkeit, d. h. sind sie so erzeugt, dafs der 
konstante Ândeningssinn der sie hervorbringenden Punkte derselbe, 
oder der entgegengesetzte ist, so heifsen sie parallel, im ersten Falle 
gleichliiufig, im zweiten gegenlaufig parallel. Haben zwei Strecken 
oder zwei Système erster Stufe ungleichartige Richtungen, ao nennen 
wir sie ungleichartig. 

Ist die Richtung der Bewegung des ein geometrischea Gebilde 
erster Stufe erzeugenden Punktes nicht konstant, sondern irgend einem 
Gesetze unterworfen, welches deren Yerânderlichkeit bedingt, dann 
heifst das so entstehende Gebilde eine krumme Linie oder Kurve, die 
Gestalt derselben ist von jenem Geaetze abbângig. 

Bewegen aich aile Punkte eines geometrischen Systems erster 
Stufe, d. i. einer geraden Linie, in einer neuen, in ihr nicht enthaltenen 
Richtung in beiderlei Sinn unbegrenzt fort, dann bildet die Gesamtheit 
der so erzeugten Geraden daa geometrische System zweiter Stufe, die 
Jlbeiie. Die Elemente der aich bewegendén Geraden erzeugen hierbei 
parallèle Strahlen, welche sâmtlich von dieser Geraden in ihrer ur- 
spriinglichen Lage geschnitten werden, ao dafa die Ebene die Gesamt- 
heit aller Parallèle» iat, welche eine gegebene Gerade durchschneiden. 
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4 Die geometrischen Uebilde. 

Irgend einen vollsfàndig und irgend wie begrenzten Teil einer Ebene 
nennen wir ein Feld derselben, Felder in derselben Ebene gleichartige 
Felds r. Eine Ebene kann aus unendlicn vielen gleichartigen Feldern 
bestehend atigeaeben werden. 

Lassen wir die Punkte einet Ebene in einer neuen, in ihr nicbt 
enthaltenen Richtung sich stetig in doppeltem Sinne andern, so ent- 
ateht das einfache geometrische System dritter Stufe, der geometrische 
Raum ala die Gesamtheit aller Strahlen, welche zu dieser Richtung 
parallel sind. Irgend einen allseitig begrenzten Teil dièses Baumes 
nennen wir einen geometrischen Eorper. Kôrper sind stets gleich- 
artige Gebilde. Den unendlicben geometrischen Raum kônnen wir 
une auB uuendlich vielen geometrischen Kôrpern zusainmengesetzt 
denken. 

Weiter kann die Géométrie nicht fortschreiten, nâhrend die ab- 
strakte Wissenschaft keine Grenzen kennt. 

Das einfache System erster Stufe wird durch die Bewegung eines 
Punktes in konstanter Richtung und in beiderlei Richtungssinn erzeugt, 
wobei die Beschafienheit, die innere Natur, dieser Bewegung ganz 
gleichgtiltig ist. Das einfache System zweiter Stufe wird durch die 
Bewegung eines Punktes in zwei Richtungén hervorgebraeht. Das ein- 
fache System dritter Stufe wird durch die VerSnderung der Ortslage 
eines Punktes in drei vollstandig von einander verschiedenen Rich- 
tungén, die nicht in einer Ebene liegen, erzeugt. In allen FSllen bat 
uur die Ânderung eine stetige zu sein. Das einfache System wird 
daher durch einfache Bewegung, durch Translation in der Richtung 
der Lange, dasjenige zweiter Stufe dnrch zweifache Bewegung, in den 
Richtungén der Lange und Breite, dasjenige dritter Stufe durch drei- 
fache Bewegnng, in den Richtungén der Lange, Breite und Ilolie er- 
zeugt. Desbalb sagen wir, dafs der Punkt keine, die gerade Linie 
eine Auedehnung, die Ebene zwei und der Raum drei Ansdehnungen 
oder Dimensionen habe. 

Sehen wir die gerade Linie, die Ebene und den Raum als Punkt- 
gebilde an, so erscheint der Punkt als E 1 em en targebil d e erster Stufe, 
die gerade Linie als . E leme nt ar sy stem zweiter, die Ebene als solches 
dritter ond der Raum als Elemeutaraystem vierter Stufe. Ist m die 
Stufenzahl eines dieser Gebilde, so ist (m — 1) die Zahl seiner Dimen- 
sionen, die Anzahl der Dimensionen eines Elementarsystems ist gleich 
der Différent ans seiner Stufenzahl und der absolnten Einheit. 

Ein geometrischer Kôrper ist ein Teil des geometrischen Raumes, 
die Grenzelemente (Grenzpunkte) des ersteren machen in ihrer Ge- 
samtheit das aus, was wir seine Oberflâche nennen. Dièses Grenz- 
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gebilde ist eîn Punktgebilde, bei dem die Punkte nach einem gewissen 
Gesetze kontinuierlich sich aueinanderschliefseud geordnet sind. 

Die Gesamtheit der stetig aufeinander folgenden, naeli einem ge- 
wiasen Gesetze verknûpften Elemente des Raumes, wobei im allge- 
nieiuen aie zwei Elemente zusammenfallen, nennen wir eine Flâche, 
Die Flâche ist ini allgemeinen ein Elementarsystem dritter Stufe, be- 
finden sich aile Elemente in einer Ebene, so ist dièses System ein 
einfach.es , und im ersteren Falle nennen wir das Gebilde eine krumme 
Flâche. ' 

Der Punkt ist das Elément der (geraden) Linie. Der Punkt und 
die gerade Linie konnen als Elemente der Ebene, der Punkt, die ge- 
rade Linie und die Ebene ah Elemente des Raumes aufgefatst werden. 
Das Elément, in dem zwei Elemente niederer Stufe liegen, heifst das 
die letzteren yerbindende Elémen t. Z. B. ist das zwei Punkte verbin- 
dende Elément die durch aie bestimmte Gerade. Das Elément des 
Raumes, welcbes zwei seinen Elementen zugleich angehort, nennen wir 
das g emeinsame Elémen t der letzteren. Z. B. ist das gemeinsame 
Elément zweier uicht zusammenfallenden Ebenen ihre Schnittlinie. 
Denn durcb irgend zwei gemeinsame Punkte beider Ebenen ist eine 
in jeder Ebene liegende gerade Linie bestimmt, und es miisaen dièse 
Linien zusammenfallen, als eine Gerade aufgefafst, das gemeinsame 
Elément beider Ebenen ausmacben. 

Der geometrische Kalkiil beschâftigt sich mit der Verkniipfung 
geometrÎBcher Gebilde, den daraus hervorgehenden Ergebnissen und 
den Eigenschaften dieser Verknûpfungen. Seine Operationen sind 
denen des algebraischen Kalkiils analog, die Grôfsen (Dinge), mit denen 
er rechnet, sind geometrische Gebilde, nicht Zahlen, welch' letztere 
nur in Verbindung mit ersteren auftreten. 

Unsere Untersuchungen haben ihre Stutze in der allgemeinen 
Formenlehre, weshalb wir dièse in dem folgenden Paragraphen in 
Kiirze so weit entwickeln, als Bolcbes fur unsere Zwecke nôtig ist. 

§ 2. Die Cîrundaiige der allgemeinen Formenlehre. 

Die reine Mathematik beschâftigt sich mit solchen Dingen, welche 
lediglich durch das Denken entstehen. Das Ergebnis des Denkens 
nennen wir Denkform, kurzweg Form, woraus sich der Satz ergiebt: 

Die reine Mathematik ist Formenlehre. 

Zunâchst konnen zwei Fonnen miteinander verglichen werden. 
Irgend zwei Fonnen sind entweder einander gleich, oder voneinander 
verschieden. Gleiche Formen lassen sich gegenseitig substituieren, 
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à. h. es kann die eine fiir die andere gesetzt werden, Sind zwei 
Formen einer dritten gleich, so sind sie unter sich gleich. Weil zwei 
Formen in verschiedener Hinsicht miteinander verglichen werden 
konnen, so erscheinen sie gleichzeitig als gleich und als verschieden. 
Die Beziehungen der Gleichheit und Verschiedenheit sind von der Be- 
schaffenheit der zu vergleichenden Dirige abhangig. An einer Strecke 
konnen wir ias Auge ihre Lange, Ricbtung und Lage fassen. Besitzen 
zwei Strecken gleiche Lângen, verschiedene Eichtungen und Lagen, so 
sind sie riïcksichtlich ihrer Langen einander gleich, riîcksichtlich ihrer 
Richtungen und Lagen voneinander verscbieden. 

In zweiter Linie konnen zwei Formen miteinander verknupft und 
voneinander gesondert oder getrennt werden. 

VerknUpfen wir zwei Formen oder Grôfsen unter sich, so treten 
sie als die Glieder der Verknûpfung auf, und die Yerbindung dieser 
Glieder fûhrt zu einer neuen Form, dem Ergebnisse der Terknilpfung. 

Sind a und b die zu, verknûpfenden Formen, bedeutet o das all- 
gemeine Verknûpfungszeichen, dann kann gefordert werden 

a o b , oder boa, 
weshalb wir daa links vom Verknttpfungszeichen stehende Glied das 
Vorderglied, das recbts von ibm sicb befindende Glied das Hinterglied 
der Verknilpfung nennen. 

Um das aus der Verknûpfung zweier Formen bervorgebende Er- 
gebnis auBzudrùcken, klammern wir die Glieder der Verknûpfung ein, 
scbreiben 

aob=(a°b), 

verstebeu also unter (a o b) diejenige Begriffseinheit, welche aus der 
Verbindung der Glieder a und b hervorgeht. 

Von der Verknilpfung zweier Glieder gelangen wir sofort zu einer 
Verknlipfung mebrerer Glieder, die jedocb zunaclist stets als diejenige 
zweier Glieder erscheint. Es ist offenbar 

(a o b) o c = { (a o b) o c J . 
Setzen wir bier (a o b) = d, so wird, weil auch a o b => d ist, 

aoloc- K»o6)o c |. 
In entsprecbender Weise verhâlt es sicb, wenn vier und mehr Glieder 
miteinander zu verkniipfen sind. 

Jede VerknOpfung zweier Formen bat nacb einem gewissen Ge- 
setze stattzufinden, welcbes die Beschaffenheit des Ergebnisses bedingt. 
Von der Art der Verkniipfung hângt es ab, uuter welcben Umstanden 
und in welcher Ausdehnung das Ergebnis dasselbe bleibt. 
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An einer gegebenen Verkniipfung kônnen wir nur, ohne die ein- 
zelnen verknûpften Formes selbst zu âadern, die Klaiumern ândern 
und ihre Glieder versetzen. 

Zuerst nehmen wir an, dafs fur jede dreigliederige Verkniipfung 
das Gesetz der Assoziativitat gel te, dafs 

a o (b o c) = (a o b) o c = a o b o c (1) 

sei, dafs das Setzen von Klammeru keine Anderuug des Ergebnisses 
hervorbringe. 

Nun gelte fur îrgend drei Glieder einer melirgliederigen Ver- 
knîipfung das assoziative Gesetz, sei gegeben der Ausdruck 

a o {b o c o (d o e)} , 
so diirfen wir successive setzen 

ao{boco(doé))=ao{(boc)o(doé)}^ao(bc,c)o(âoe) 
— [a o (b o c)] o (d o e) — [a o b o c] o (d o e) 
= [a o b o c] o d o e = a o b o c o d o e , 
woraus wir das Résultat zieben: 

Gilt fur drei Glieder einer mebrgliedrigen Verknîipfung 
das Gesetz der Assoziativitat, so gilt es auch fur beliebig 
viele Glieder derselben. Die Assoziativitat einer Ver- 
knûpfung ist erwiesen, sobald sie fUr irgend drei Glieder 
derselben dargetban worden ist. 

Solehe Verknupftmgen nennen wir assoziative Verknflpfungen. 
Ferner kônnen wir annehmen, dafs eine Vertauscbung der Glieder 
einer zweigliederigen Verknîipfung, oder zweier aufeinanderfolgender 
Glieder einer mebrgliederigen Verkniipfung auf das Ergebnis keinen 
Einflufs habe, dafs 

oo!i = 6oo (2) 

sei. Wir erkennen sofort, dafs aus diesem kommutativen Gesetze 
allein keine weitere Folgerung gezogen werden kann. 

Sînd a und b Zahlen, so ist a + 6 = b -\- a, ab •= ba, a b ^ b", 

Nuumehr gelte das assoziative Gesetz (fur drei Glieder) und das 
kommutative Gesetz fur zwei Glieder einer mebrgliederigen Verkniipfung. 
Sei gegeben 

o o (6 o (c od)} =aoboc o d, 

danu diirfen wir setzen 
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00(60(00 ci)) — ao[bo(doo)\, nach (S), 
— oo |Joiioc,| 1 
_ O o {(i o, o e )H«> 

= a o { (d o b) o c } , nach (2) , 
= a o (rfoi o c), nach (1), 
— > {(ïob o c) ofl, nach (2) , 
= d oboco a, nach (1), 
woraus der Satz folgt: 

Gilt J as assoziatire Gesetz (f tir drei Glieder), das koni- 
inutative Gesetz (fur zwei Glieder) bezflglich einer mehr- 
gliederigen Verkniipfung, sa ist die Stellung der Klammern 
uiul die Ordnung der Glieder auf daa Ergebnis ohne Einflufs. 
Solche assoziative und kommutative Verknilpfungen beifsen ein- 
tache Verkniipfung en. 

Um eine weitere Bestimmung fur die Art einer VerknÛpfung zu 
treffen, miisaen wir auf die Beschaffenheit der verkniipften Formen 
eingehen. 

Dem synthetischen, dem verkuiîpfenden Verfahren steht daa ana- 
lytiache, oder auflôsende Verfahren gegeuuber. 

Das losende Verfahren besteht darin, eine zweigliederige Ver- 
kniipfung ina Auge gefafst, zu dem einen Gliede und dem Ergebnisse 
der Verknupfung das andere Glied zu suchen, entweder das Vorder- 
glied, oder das Hinterglied zu bestimmen, wenn 

aol=c 
und x das zu ermitteinde Glied iat, entweder die Gleichung 

xob = c f 
oder die Gleichung 

aufzulosen, so dais zu einer synthetischen Verkniipfung zwei analytische 
Verfahrnngsarten gehôren. Die beiden Losungaarten aind nur dann 
identisch, wenn die betrachtete Verkniipfung konimutativ ist. 

Sind z. B. a, c und x Zahlen, so haben wir x-\- a = c und a -{- x = c, 
xa = c und ax = c, a x = c und a?^- c. 

Offenbar kann auch das losende Verfahren ala eine Verkniipfung 
angesehen werden, wodurch wir es nunmehr mit der ursprunglichen 
oder synthetischen und der auflosenden oder analytischen Verkniipfung 
zu thun haben. 

In der Folge betrachten wir nur einfache synthetiache Verkniipfungen, 
fiir sie aind die entaprechenden analytischen Verkniipfungen eiuander 
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gleicb. Fur die synthetische Verkniipfung behalten wir dasZeiehen o bei, 
und fur die entsprechende losende VerknÛpfung wâhlen wir ^ alsZeichen. 
Bestebt die Relation 

a o b = c , oder c = aoi 

80 folgt 

^4 = 4, cva = b, 

(c^b)ob = aob, (cvà)oa = boa, 
c^bob='C l c^ao a = c. (3) 

Verknfipfen wir eine Form analytisch und synthetisch 
mit piner anderen Form, so ist das Ergebnis der ersten 
Form gleicb. 

Nun baben wir zu untersuchen, ob die analytische Verkniipfung 
kommutativ ist. Zu dem Ende sei gegeben 

x = aubvc, 
aus weleber Relation folgt 

xo c = avb, (x oc)ob = a, 
X o c o b — a, 
aber dann ist auch 

x o b o e = a, 
wodurch sich ergiebt 

mitliio ist 

Die einer einfachen synthetischen Verkniipfung ent- 
sprechende analytische Verknupfung ist kommutativ. 

Weiter haben wir zu untersuchen, ob das Setzen und Weglassen 
von Klammern auf das Ergebnis von Einflufs ist, wenn die Glieder 
eines Ausdruckes teils syntbetisch, teils analytisch miteinander ver- 
bunden sind. 

Weil die Beziehung 

x o (6 o c) = x o (c o b) = a - 
bestebt, so ist auch 

x = av(cob) = avCvb] K } 

Ist ferner 

so dlirfen wir nach (3) setzen 

X=* |«u(i»«))«COC, 
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worauB unter Beachtung von (1) und (4) folgt 

x = a u b o c, 
wodurch sicli ergiebt 

a»(iuc) = aviio(!, (5) 

Die durch die Gleichungen (4) und (5) auagedriickten Ergebnisse 
gelten allgemein, gleichviel ob das Résultat der analytischen Ver- 
knûpfung eindeutig oder mehrdeutig ist. 

Ist die Gleichung gegeben 

x o b = c, 
80 ist 

X = Cvb, 

und die Losung kann eine eîndeutige, oder eine mehrdeutige sein. 
Sind x t und x 3 zwei Wurzeln der Gleichung, so ist 

x l o b ™ c , x^ob = c, 
daher haben wir 

x, o b = x t o b 
und es ist 

x 1 = c-b, x i = c^b, 

so dafs, wenn (c v b) nur einen Wert hat, folgt 
Besteht nuu die Relation 

d. h. ist 

aob^b = x, 

so hat dièse Gleichung nur dann eine Wurzel, wenn x = a ist. Mithin 
museen wir, wenn die analytische Losung eindeutig sein soll, die Be- 
ziehnng 

a o b u b = a (6) 

haben. 

Nach (3) besteht die Relation 

b = bucoc = (bvc)oc, 
daher ist auch 

a o b <= a o {(b u ç) o ç] j 
ferner 

aobuc = ao{(bvc)oc}"C 
= ao((6. c )o CuC }, 
mithin haben wir wegen (6) 

a o b v c = a o (b v c) (7) 
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und auch umgekehrt 

ao(b^c) = aob^c, (T) 

welche Relation nur dann Gultigkeit bat, weau das Résultat der 
analytischen Verknupfung eindeutig ist. 

Unter dieser Proposition habeu wir noch 
aobuc='bQavc = bo(avc) = (avc)ob = avCob, (8) 
ao dafs bei Eindeutigkeit der analytischen Verknupfung anch Glieder, 
die synthetische und analytische Vorzeichen haben, miteinander ver- 
tauaeht werden dïïrfen. 

Die Beziehungen, welche die Gleichungen (4), (5), (7) und (8) 
ausdrûcken, îassun aicb in dum Satze zusammenfaaaen: 

Iat eine synthetische Yerkniipfung eine einfache und die 
entsprechende analytische eine eindeutige, so kônnen wir 
nacb oincm syntbetischen Zeicben Klammern beliebig 
setzen oder weglassen, nach einem analytischen Zeichen 
dagegen darf nur dann eine Klamnier geaetzt oder weg- 
gelassen werden, wenn wir die Zeichen in der Klammer in 
der Weise ândern, dafs wir ein synthetisches in ein ana- 
lytisches und ein analytisches in ein synthetisches Zeichen 
verwandeln, und es sind irgend zwei Glieder miteinander 
vertauschbar, ohne dafs sicb das Ergebnis ândert. 

Sei gegeben 

a o b w e — * d. 

Erleidet das Glied?» eine Anderung, wird b zuboAb, oder zui"Afr, 
dann haben wir, weil 

aob = d o c 
ist, 

(a o b) o Ab = (d c c) o Ab = d o Ab o c , 
folglich 

ao(ioA(.)v« = doAi^d, 

und in entsprechender Weise ergiebt sicb 

ao(b»Ab)vc = dvAb^d. 

Geht das Glied c in c o A c, oder in c u A c tiber, so finden wir auf 
ahnlichem Wege 

«o6y(coAc) = dvAc^d, 
oo6^(cuAc)=iïoAc^d. 

Àndert sien irgend ein Glied einer einfachen Verknupfung 
mit eindeutiger analytischer Verknupfung, so ândert sich 
stets das Ergebnis der ersteren. 
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12 Grimdzftge dei allgemeiuen Formenlehre. 

Fiiidet die Eindeutigkeit des Résultâtes bei einer einfachen syn- 
thetîschen Verknupfung auf allgemeine Weise statt, so nennen wir die 
syntbetiscbe VerknQpfung Addition und die entsprechende analytische 
Subtraktion. 

Addition heifst jede synthetische Verknupfung, die 
aasoziativ, kommutativ und deren Umkehrung, die Sub- 
traktiou, stets eindeutig ist. Zum Nachweis der Assozia- 
tivitiit genugt derjenige fflr die Assoziativitât dreïer Glieder; 
die Kommutativitât ist erwiesen, sobald sie fur zwei Glieder 
der Verbiudung dargethan worden ist. 

Wir baben gefutiden, dafs 

So(J l ;6) = (l, c o (6 u b) s= c 
ist, woraus folgt 

Demnach resultiert aus der analytiscben VerknUpfung zweier gleicher 
Formen eine Form, welche von dem Werte der Glieder dieser Ver- 
knupfung unabhangig ist, weshalb wir eine solche VerkuQpfung eine 
indifférente Form nennen. 



Setzen wir voraus, dafs das Ergebnis der analytischen Verkntipfnng 
eindeutig sei, so ist es offenbar aucli die indifférente Form, fur welcV 
letztere wir das Zeichen oo wâblen wollen. 

Fflr die Verknflpfung einer iudifferenteu Form mit einer ander«n 
Form, ergeben sich, wenn wir beachten, dafs 

ist, leicht die folgenden Resultate: 

(oo o a) = o a = a , 

<y>~a) — «-m, 

(.•n)-(..n). 
Weiter baben wir 

o („ o) — o (b u b » a) — (b u b) „ a — <y> u o) , 
folglicb ist 

•(•«)-■■ 
Endlich bekommen wir 

-(.,.)-.,((»»»)»•) -«»o»o«_(»>,»)o,i 

— ■•(»•«, 
mithin ist 

•(-)—-«■ 
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Grnndzûge der allgemeinen Fonnenlehte. 13 

Wir nennen, wenn die synthetiscbe Verkntlpfung einfach, die eut- 
sprecbende analytische eindeutig ist, die er8tere die positive, die zweite 
die négative Verknflpfungsform, und wir bezeichnen in diesem Falle 
die indifférente Form, welche keine Anderung des Ergebnisses hervor- 
bringt, mit dem Namen Null. 

Adoptieren wir fur die Addition und die Subtraktion die Zeichen 
der Arithmetik, so erhalten wir fur aie die durch die folgenden 
Gleichungen ausgedrQckten Gesetze: 

o-f- b = b +a, a -a = b~b = 0, 

* + Q>±c)=(a + b)±c — a + b±c, 
a — (b + c) = {a — b) + c = a — b + c , 
a+ b — b -= a-f =a, 
a—h + b — o — =a. 
Nuninehr haben wir zwei von einander verschiedene synthetische 
Verkntipfungsarten zu betrachten. Wenn wir ihre Beziehungen zu 
einander feutstellen wollen, bo mu fa die eine durch die andere ihrem 
Begriffe nach bestimmt sein, wir mûssen wissen, wie ein Ausdruek, 
in welchem beide Verknttpfungearten vorkommen, ohne Ànderung des 
Geaamt ergebnisses umgestaltet werden kann. 

Sind o und ° die Zeichen fur die beiden verschiedenen Ver- 
knupfungsarten, so ist der einfacbste Ausdruek, in welchem dièse Ver- 
kn fi pi un g en vorkommen, 

In welcher Weise die zweite VerknOpfungsart auf die Glieder der 
ersten VerknBpfong wirken sol), daa iat ganz unserer Willkfir uber- 
lassen. Am einfachsten ist es, wenn wir annehmen, dafs die zweite 
Verkniipfuug auf die Glieder der ersten Yerknupfung sich gleichmâfsig 
erstrecken soll, dafs jedes Glied der ersten Verknupfung mit dem 
dritten Gliede durch die zweite Verknupfungsart zu verbinden seî, wo- 
durcb wir zu der Gleichung gelangen 

(aoft)°c-=(agc)o(&gc), 
und unter entsprechender einfacher Prâposition ist offenbar 
c g (o o b) = (c g a) o (c ° 6). 

Besteben dièse beiden Gleicbungen gleichzeitig, so driicken sie daa 
Geaetz der vollkommenen Distributivitât sua. Ist dann die erste Ver- 
knûpfung eine Addition, so nennen wir die zweite eine Multiplikation. 
Die Addition eracheiut als eine Verknûpfung erster, die Multiplikation 
iila eine solcbe zweiter Stufe. 
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Entlehnen wir die Zeichen fiir die Multiplikation (1er Arithinetik, 
so liabcn wir 

(o -J- &) c = ae + & c ? 
c (o + 1) « ca +>T 
Beachten wir, dass a = (a — 1) -f- b ist, so erhalten wir 

ac — bc=* {((» — &) + &} c — bc = (a — b) c + bc — le 
— (a — 6)c, 

mîthirj ist urngekehrt 

(a — b) c = ae — fcc, 

und in entsprechender Weise finden wir 

c(a — b) = ca — cb, 
so dafs auch fiir Differenzen das Diatributivitiitegesetz gilt. 

Steht eine Yerknûpfung zur Addition in vollstandiger 
distributiver Beziehung, so ist dièses auch bezilglich der 
Subtraktion der Fall und es heifst eine solche Verknûpfung 
Multiplikation. 

Die durch Multiplikation mit einander zu verknQpfenden Glieder 
nennen wir Faktoren, das Ergebnis aus der Multiplikation zweier 
Faktoren ihr Produkt. 
Setzen wir 

s = a + b, c = d + e, 
so ergiebt sich 

s(d -f e) = sd + se — (a + b)d + (a + b)e, 
(a + 6) (d + e) — ad + bd + ae + be. 



so erhalten wir 

s(d — e) — sd — se — (a + b)d— [(o + 6)e] — ad + bd — [ae + bë], 

(a -\-b)(d — e) = ad + bd — ae — be. 
In entsprechender Weise finden wir 

(a — b) (d -\- e) = ad — bd -\- ae — be , 
(a — b)(d — e) = ad — bd — ae + be. 

Sind die Faktoren eines Produktes durch Addition und 
Subtraktion gegliedert, so konnen wir, oh ne das Gesamt- 
ergebnis zu alterieren, jedes G lied des einen mit jedem 
Gliede des anderen Faktors multiplizieren und die so hervor- 
gehendenProdukte dureh Additions- und Subtraktîonszeichen 
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verbinden, je nachdem die Vorzeichen ihrer Faktoren gleich 
oder ungleich waren. 

Eine Ver tauschbarkeit der Faktoren der h ierdurch sien ergebenden 
Pr odukte ist im aiigemeinen ohne Aaderung des Gesamtergebu isses 
nichtmôgiich. Denn ob eine Vertauschung dieser Faktoren ohne 
Andening des Gesamtresultates zulaesig ist, das hângt entweder von 
der Natur der zu verknïïpfenden Formen, oder von einer weiteren; an 
die Multiplikation zu stellenden Bedingung ab. 

In der Arithmetik ist stets ab = ba, wo a uud b Zablen be- 
deuten, nicht aber in der Géométrie, wo es aich uni die Multiplikation 
geometrischer Grofsen handelt. 

Die der Multiplikation entgegengesetzte Opération heifat Division. 
Die letztere besteht darin, den einen Faktor eines Produktes zn er- 
mitteln, wenn der andere Faktor und das Produkt selbst gegeben 
aind. Dann ist entweder das Vorder- oder das Hinterglied des 
Produktes zu suchen. 

Sei das Yorderglied x zu suchen, sei gegeben 



i schreiben wir, um dies auszudrûeken, 



d. h. multiplizieren wir X als Vorderglied mit c, so erhalten wir a. 

Hiernacb bedeutet ■ ~\ diejenige Form, welche als Vorderglied 
mit c mnltiplizièrt a -J- b giebt. Setzen wir 

~ -.- c + x > 

so ist 

a -\- b ™= a + %c 
also 

b = xc, 
mithin ist 



In gleicher Weise finden wir 

a—b _ ^ _ 6 

Ist das Hinterglied das gesuchte, so haben wir 
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16 Grundiûge der allgemeinen Formeolehre, 

ferner ergiebt aich in deraelben Weiae, wie vorhin, 
±1 _ _°_ + 1 . 

Mithin iat ganz allgemein, wenn c das bekannte Hiuter- oder Vorder- 
glied bedeutet, 



a ±b 



— T + -- 



Fflr die Division gilt ganz allgemein, mag ihr Résultat 
eiadeutig oder vieldeutig sein, das Gesetz der ZerstUckung 
dea Dividenden. 

Die soeben abgeleiteten Geaetze geben die allgemeine Beziebung 
der Multiplik&tion und der Division zu der Addition und Subtraktion. 

Ersl; in den besonderen Fâllen, wo die Beachaffenbeit der zu ver- 
kntipfenden Formen mit in Frage kommt, kann flber die Vertausch- 
barkeit und die Vereinbarkeit der Faktoren mît Rflcksieht auf die 
Anderung des Ergebniases entacbieden werden. 

Dièse kurze Darstellung der allgemeinen Formenlehre wird fur 
imsùre Zwecke ausreicben, sie ist eïne Rekapitulation derjenigen von 
H. Grafamann in A lt Seite 1 bis 14 Mit A, und mit A f werden nâmlich 
die Ansdehnungalehre von 1844 und diejenige von 1862 bezeichnet. 
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Erstes Kapitel. 
Die Sommation von Strecken and PnnktgrBfsen. 

Erster Abschnitt. 
Die Sommation von Strecken. 
§ 1. Die Summ&tion von Strecken. 
Eine Strecke, deren Anfangspunkt U, deren Endpuiikt V îst, be- 
zeichuen wir mit UV, wodurch aus der Bezeicbnung ihr Entstehungs- 
sinn hervorgebt. Uni bequetner mit Strecken zu rechnen, benennen wir 
sie durch einen Bucbstaben, setzen TJV =%, uns in der Regel der 
Buehstaben des kleinen griecbischen Alpbabetea bedienend, und wir 
haben une in diesem Falle die Strecke % stets im Sinne ihrer Ent- 
stehung zu denken, so dafy % eine positive, — | die ihr entgegen- 
gesetzt gleicbe Strecke bedeutet, wobei also | und — | zwei Strecken 
von gleichen Lângen, denselben Richtungen 
and verschiedenem Entstehungsainn aus- 
driicken. 

Seien ÔÂ = a, AB = fi, BC = y 
„ drei ungleichartige, nicht in einer Ebene 
gelegene Strecken, die so mit einander 
verkniipft sind, dafs das Anfangselement 
der zweiten mit dem Endelemente der 
ersten, das Anfangaelement der dritten 
mit dem Endelemente der zweiten zusammenfâllt (Fig. 1). Dièse 
drei Strecken k&nnen als von einem Punkte erzeugt angesehen 
werden, namlich so, dafs ein von ausgehender Punkt zuerst 
die Strecke OA hervorbringt, im Punkte A angekommen, seine 
Bewegungsrichtung plotzlich andert, in eine neue konstante Trans- 

Kr.n, Abrifi dai gaonutr. Kalkali. 1 
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lationsricbtung eintritt und dadarch die Strecke AB erzeugt, endlich 
vom Punkt B aus, infolge einer dritten konstanten Beweguogsrichtung, 
die Strecke BC beechreibt. 

Die Punkte und B bestimmen die Strecke OB, die Punkte O 
und C die Strecke OC und die Punkte A und C die Strecke AC. Daher 
kann die Strecke OB — als eine Verknfipfung der Strecken a und fi, 
die Strecke 0C = 6 l als eine solche von « nnd y, aber auch aïs eine 
Yerknupfung von OA-=tt und ÀG = £ angesehen werden, welche 
Verknupfungen samtlich gleichartig sind, nnd wobei £ aus der ent- 
sprechenden Verknfipfung von und y hervorgeht. Dièses fûhrt zu 
den Gleichungen: 

ao(l<=e, ffoy = <r | = ao£, fioy = Ç l 
aus welchen sich ergiebt, wemi wir «, a, und £ eliminieren, 

(«°0)oy-= a o(p-o y ) = <*°/W- (1) 

Mit ÔD = AB = p, DB' — Ô~5 = û ist 

OJ + ï*£' = OB', oder o a — OB', 



ferner ist 

oder 



Daher ist 



B-D + BO = B'0, 

( uB )a(./i)-u a ^= u («o/J): OB', 

„{w(«o0)j — «(«ÔI»'), «o/J = 0~B'. 



«o|î= OB=>OB'-*poa, 
es koinzidieren die Strecken OB' und OB = tf, und es ist 



Die Figur OAB, zusammengesetzt aus den Strecken OA, AB 
und OB nennen wir ein Dreieck, das Dreieck der Punkte O, A, B, und 
die eben genannten Strecken beifsen die Seiten dièses Dreiecks. Die 
Figur OABD, zusammengesetzt ans den Strecken OA, DB, AB 
nnd OB, wobei OA ™ BB, AB = OB ist, in welcher also die ein- 
ander gegenttberliegenden Seiten von gleicher Ausdebnung und parallel 
sind, nennen wir ein Parallelogramm oder ein Spatheck. 

Ândert sich ein Glied der Verknupfung (c o (ï), etwa das zweite, 
gebt die Strecke AB in die Strecke AB" = AÈoBB"'=$° 4 p aber, 
dann ist 
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Sommation von Strecken. 1.9 

OB"= 02 o ÂB" = OJo (ABoBB"), 
ÔB" = a o o 4 0) = (a o fi) o J fi , 

Die Relationen (1), (2) uoil (3) aagen aua, dais uuaere Verknfipfung 
von Strecken assoziativ, kommutativ und ihr Ergebnis eindeutig iat, 
aie ist mithin eine Addition und die entsprechende analytische Ver- 
knupfung ist eine Sufatr&ktion. 

Wenden wir nun die fur die Addition und Subtraktion in der 
Arithmetik gebrauchlichen Zeiehen an, ao ist 

(« + « + )•-« + (0 + r), a + ji = {i + «, 
a + fi = o, a + fi + y = a, . 

Was beziîglich der Summe von zwei und drei Streckenposten 
gilt, deren Grenzelemente ao zusammcnfiillen, dais daa Anfangselement 
des folgenden mit dem Endelemente des vorhergehenden Postons koin- 
zidiert, gilt miter denselben Umstânden auch von der Summe beliebig 
vieler Strecken, und es ist die Gleichartigkeit nur ein besonderer Fall 
der Ungleichartigkeit. Dadurch kônnen wir den altgemeinen Satz aus- 
sprechen : 

Die Summe beliebig vieler Strecken, welche in ihrer 
Folge die Seiten irgend eines Polygonzuges bilden, die er- 
zeugt gedacht werden kijnoen dnrch die Bewegung eines 
Pnnktes von dem Anfangselemente der ersten nach dem An- 
fangeelemente der zweiten, sodann nach dem der dritten 
Seite u. s. f., ist gleicb der Schlufslinie dièses Polygonzuges 
in dem Richtungssinne vom Anfangselemente der ersten nach 
dem Endelemente der Ietzten Seite. Ist die Schlufslinie 
gleich Null, d. h. bilden die Streckenposten selbst ein ge- 
achlossenea Polygon, so iat die Summe gleicb Nul). 

Weil wir zwei Strecken als einander gleicb ansehen, wenn sie 
gleicb ~teng und gleichlaufig parallel sind, so resultiert unmittelbar der 
gânz allgemein gïïltige Satz: 

Die Summe beliebig vieler Strecken von irgend welcher 
wechselseitigen Lage iat équivalent der Schlufalinie des 
Polygonzuges mit willkûrlich gewahltem Anfangspunkte, 
welcher zu Seiten den Posten gleiehe Strecken in beliebiger 
Reihenfolge besitzt, in dem Bichtungaainne von aeinem An- 
fangs- nach seinem Endpunkte. Die Summe verschwindet, 
wenn das Anfanga- und das Endelement dièses Polygon- 
zuges zusammenfallen, wenn er aich selbst schliefat. 
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Das so entstehende Polygon fùhrt den Namen Surumationspoiygun. 

Sind die zu addierenden Streeken gleichartig, d . h. sind aie ein- 
ander par allel, oder geliijren aie einem einfachen Système erster Stufe 
an, dann fàllt das Summationspolygon in eine zu dem Streckenposten 
parallèle gerade Liiiîe. 

Die Subtraktion ist Addition in entgegengesetztem Sintie, denn ee ist 

«-/)-« + <-«. 
Ist 

« + y = fi, 
dann ist 

y -fi- a = fi + (-a)~- a +J. 

Ist Ô~A = a, OB = fi (Fig. 2), dann ist, mit BÔ = A~0 = — a , 
K s die Strecke OG = fi -\- ( — a) = y , aber es ist 

C -a b -AB = OC, mithin ist auch 

r== fi — a = ÏÏB— OÀ = Â~B. 
Der L'nterscliiftd aus zwei Streeken mit 
gemeinsamem Anfangspunkte ist gleich der 
Strecke von dem Endpunkte des Subtra- 
henden nach dem Endpunkte des Minuenden. 

Ist AB = y irgend eine Strecke, ziehen wir von einem beliebigen 
Punkte aus nach deren Grenzeleinenten A und B die Streeken 
VA — a, ÔB^fi, dann ist 

AB = ÔB — 0Â~, oder y = fi — a. 
Wir nennen die Streeken a und fi, welche in einem Punkte ent- 
springen, die Trager der Grenzpunkte A und B der Strecke y beziig- 
lich des Punktes 0, wodurch wir den fur die Rechnung mit Streeken 
wiehtigen Satz aufstellen konnen; 

Jede Strecke ist gleicb der Differenz aus den Trâgern 
ihres End- und ihres Anfangâelementes bezuglich irgend 
eines Punktes des Ranmes. 

Aus dem Dreiecke AOB (Fig. 2), dessen Seiten die Streeken a, fi 
und y sind, folgt 

y — fi-a, fi = y + a, a = fi-y, 
dafs irgend eine Dreiecksseite stets die algebraische Summme der beiden 
anderen Seiten ist. 

§ 2. Bealehung gleiohartiger Streeken zu einander. 
Ist, indem wir allgemein beliebige Zahlen durch die Buchstaben 
des kleinen lateinischen Alphabets ausdrflcken, 
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Beziobnng gleichartiger Strecken zu aiaander. 21 

« — «! + «, + « 3 + " • " + «m 

und sind die Posten dieser Su mine aSintlich einander gleich, gleich a, 
dan n iat 

a ni 

a mm ma = am, — =»m, — = — > 

woraus fojgj^ dafs der Quotient ans zwei Strecken, von denen die craie 
ein ganzes Vielfaches der anderen iat, stets eine ganze Zahl iat. 

Sind nun a und a irgend zwei gleichlâufig parallèle Strecken und 
ist o > a, dann konnen wir, unter m, m 1 , m î , . . . m,, -?» a +i ganze 
Zahl en verstanden, set zen 



a 


= m* 


+ D, 


wobei a > p 


<T« 


ist, 


■ 


= m, ç 


+ ?,, 


» P > Pi 


<T» 


» 


Q 


= m 2 e. 


+ <•>, 


n Pi > Pî 


<T»' 


» 


p«- 


i — m,+ie, 


, + ».+., 


p» > p»+, 


<■-<... 


.. 





Hierbei bilden die Reststrecken p, p,, p,, . . ., welehe mit a und 
a gleichlâufig parallel sind, eine Streckenreihe, deren Glieder sich 
immer mehr und mehr dem Verschwinden nahern. Ans den vor- 
stehenden Gleichungen folgt, wenn wir sie der Reihe nach mit a, p, 
p,, ... p. teilen, 

y— ■»'+■*■ — » + — ' 

T ^ ' e "™ ' • ' * ' 



e«-i , «n+1 i 1 

Nun giebt die Substitution des Wertes eines jeden Quotienten auf der 
recbten Seite dieser Gleichungen ans der nâchstfolgenden Gleichung 
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und weil der Wert des Kettenbrucbes auf der recbten Seite dieser 
Gleicbung eine Zabi ist, so ergiebt sich, wenn wir dièse Zahl mit q 
hezeichnen. 



Iat der Wert irgend eines Quotienten (fi*— 1 : p..) eine ganze Zabi, so 
ist das zugehôrige m„+i in der Reihe der m das letzte, der Ketten- 
bnich bricbt alsdann mit dem Gliede w», + i ab, der Wert q desselben 
ist eine rationale Zabi und die beiden Strecken a und a beifsen in 
Bezag aafeinander kommensurabel. Zugleieb ist der letzte Rest ç a 
das grôfste gemeinschaftliche Maafs, welche s fur und a ilberhaupt 
moglich ist. Ist dagegen der Wert keines Qtiotienten aus zwei auf- 
einander folgenden Reststrecken eine ganze Zabi, d. b. bricht der 
Kettenbrucb nicbt ab, so ist q eine irrationale Zabi, alsdann giebt es 
keine Strecke, welche ein ganzes Yielfaches von a und a zugleieb ist, 
und letztere beifsen deshalb in Bezug aufeinander inkommensurabel. 
Sind a uud a, gegenlâung parallel, setzen wir in der Ietzten Glei- 
cbung a mm — a it so folgt 

«— ï(— «l) — î(— 1)«1 — — ««!, 

mithin ist ganz allgemein 

« 
« = qa, — = q, 

q positiv oder negativ, je nachdem a und a gleieh oder gegenlânfig 
parallel sind, was zu dem Satze fubrt: 

Der Quotient aus irgend zwei gleiebartigen Strecken ist 
stets eine réelle Zabi. Um die Lange einer Strecke zu erbalten, 
baben wir sie mit einer anderen, gleichlâufig parallelen Strecke zu 
vergleiehen, welche uns als Maafs einheit, deren Lange als Reprâsentant 
der absoluten Einheit gilt. Sine solche Strecke nennen wir Emheits- 
strecke, Streckeneinbeit Bezeicbnen wir die zu a gehorende Strecken- 
einheit mit e, die Lange der ersteren mit a, so ist 



Die Lange einer Strecke ist gleieh dem Quotienten aus ihr 
und ibrer Streckeneinbeit. GewÔnnlich bezeicbnen wir die Lângen- 
zahleu der Strecken a, fi, y, . . . mit a, b, c, . . . Besteben die Gleî- 
cbungen 

« =- as, (3 = -j- bs, 
so ist 
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T-±y. **-±'f. j-±t- 

Gleichartige Strecken Ussen sich Bâmtlich mittelat Zahlen 
aus ein und derselben Einheitsstrecke nunierisch ableiten, 
Besteht zwischen zwei Strecken eine Gleichung oder eine 
Zahlbeziehung, so sind sie gleichartige Strecken. 
A us den beiden ersten Gleichungen folgt noch 

a — p* = aa + bê ■= (a + 6)s- 

§ 3. Mnltiplikation und Division von Streokensummen mit Zahlen. 
Sind a und p* beliebige Strecken, ist 
« + j9 — y, 
so ergiebt aich nach den allgemeinen Geaetzen fur die Mnltiplikation 
und Division umnittelbar, dais, unter m irgend eine réelle Zabi ver- 
atanden, 

m(« + p") ™ ma 4; mft — my, 
(a + (f)m = am + ftm *= ym , 

-s ±1 -s- 

ist, und es lâfst sich die Bedeutung einer jeden dieser Gleichungen 
leicht în Worte i'assen. 

§ 4. Nnmeriffohe Ableitung von Strecken ana gegebenen Streoken. 

1) Seien OM und ON (Fig. 3) awei im PuDkte sich schneidende 

gerade Linien. Machen wir auf der eraten OA = a, OA 1 œa 1 "*°na l 

anf der zweiten OB^fl, OB l —(i l = n(i, setzen AB = y, A l B l = y l , 

Fi«. i. dann m* 

y—p* — a, yi"=ft — &!=**& — n«=n(p* — a)=»j>, 
mithin ist die Strecke y, gleichlâufig parallel mit 
der Strecke y and wir haben 
~Ki, Jd~ a : a, = : /S, = y : y t = 1 : « ■ 

In den Dreiecken OAB und OA 1 B 1 sind die gleichnamigen Seiten 
parallel und stehen in demselben Yerbâltnisse. Zwei Dreiecke, bei 
denen solches der Fall ist, nennen wir âhnliche Dreiecke. 
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2) Seien a, fi und y irgend drei ungleichartige Strecken in einer 

Ebene, Ton denen keine ihren Wert andert, weiin wir jede parallel 

mit sich selbst so verschieben, dafs sâmtliche einen beliebigen Punkt 

der Ebene als Anfangaelement besitzen. Sei OA — a, OB — fi, 

n t ~Ô~C~y (Fig. 4). Zerlegen wir OC parallel zu « 

und fi in die Poaten OA, und 0B t , dann liegen OA 

und OA 1 , OB und OB, je in einer geraden Lime, 

es ist deshalb OA^pOA, 0~B t — qQB, mit- 

bin ist 




0C= OA, + OS, -=^0.4 + qOB, 
oder es ist 

y^pcc + qfi, pa + qfi-y = Q. 
Wâre noch gefunden worden 

y = p'tt + q fi, 
dann mOfate sein 

p'a + g'0 = pa + qfi, oder (p' — j>}« + (q — q)fi = 0, 
und weil a und /J ungleichartige Strecken sind, so ist dièse Gleichung 
nur dann mdglich, wenn 

p' — p = 0, §' — 2 = 0, oder p' =p, q = q 
ist. Ware aolches nicht der Fall, dann mfifste 

(P'-P)* Cff' «>/" F 

also « parallel fi sein. 

Weil a, fi und y beliebige ungleichartige komplanare Strecken 
sind, so lehrt dièse Betrachtung: 

Aile Strecken einer Ebene lassen sich aus irgend zwei 
ungleichartigen Strecken derselben numeriscL ableiten 
und iwar jede nur auf eine Weise. Existiert zwischen drei 
Strecken eine Zahlbeziehnng, so liegen sie in einer Ebene 
oder sind einer Ebene parallel. 

Sind a und fi ungleichartige Strecken von gleicben LUngen, gelten 
sie als Maafse der Linien OA und OB, so ist mit a = s lt fi = s î 

y—i^i + îe». 
wenn y eine unbestimmte Strecke der Ebene ist 

y = xs, + ye 2 , 
und wir nennen x und y die Eoordinaten des Endpunktes von y be- 
ztlglich der mit e, und e a znsammenfallenden Geraden als Bichtlinien 
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oder Axen, den Schnittpunkt dieser Axen Koordinateiiuraprung, ferner 

heifsen die Strecken ans, und ys t die Koordinatenstrecken des Punktes Ç. 

3) Seien 01 = a, ÔB=(3, 0~C=»y, 

Vie. 5. ' ' r ' " 

OD=S (Fig. 5) vier beliebige Strecken 
des R au mes, von denen keine je drei der- 
selben in einer Ebene liegen. Die Strecke 
OD = â zertegeo wir in ihre Posten pa- 
rallel zu den Geraden OA, OB und OC. 
Dièses kann dadurch gescbehen, dafs wir 
durcb D zu OC einen Parai lelstrabl ziehen, 
welcher in D, die durcb OA und OB be- 
stimmte Ebene schneidet, hierauf 0D l in 

die Posten ~OA x und ÔB~ i parallel OA und OB zerfallen und 0~C[ = DJ) 

nehmen. Alsdann ist 

OD — ÔDl + D~D = 07; + OBl + ÔC,. 
Nun lassen aich aber die Zahlen p, q, r stets 80 bestimmen, dafs 
OA 1 =pOÂ, OB l = qOB, ÔQ—rÔC, mitbin 

OD — pÔA + qÔB + rÔC 
wird, d, h. es ist dann 

â-pa + qp+ry. (1) 

Wâre anderweitig gefunden worden 

â^p'a + q'p + r'y, 
dann miïTste die Gleichung 

(p- - J>)« + (s' - g)f + (>■' - r) r — 
existieren. Sind nun a, /S und 7 nicbt gleich Null und auch nicht 
einander parallel, so wird dieser Gleichung gentlgt, wenn 

p'=p, q' = q, r' = r 
ist. Aber dièse Relation wird aucb erfiillt, wenn die Summe der'Viel- 
fachen von a, fi und y gleich Null ist, wenn zwischen diesen Viel- 
fachen eine Zahlbeziehung besteht. Dann liegen die letzteren Strecken 
in einer Ebene, oder sind eiuer Ebene parallel und jede aus ibnen 
abgeleitete Strecke ist ebenfalls dieser Ebene parallel. Mitbin kann 
eine beliebige Strecke dee Raumes aus a, /3 und y nur dann numeriach 
abgeleitet werden, wenn sie nicbt einer Ebene parallèle Strecken sind, 
und zwar nur auf einer lei Weise. 

Jede Strecke des Baumes lafst aich aus irgend drei 
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Strecken, die nicht einer Ebeno parallel aind, mittelst 
Zahlen und zwar nur auf eînerlei Weise ableiten. 
Die Gleichung (1) kann geachrieben werden 
i>« + 20 + ry-« — 0, 
multiplizieren wir aie mit s, setzen sodann sp^=p t , sq = q i , sr«=r tt 
s = — s l , bo ergiebt sicli 

j),a + î,/î + r t f + s,tf =- , 

*— — ^(fta + SiJ' + 'iîO- 
ExiRtiert zwiachen vier Strecken eine Zahlbeziehung, so 
liegen aie im allgemeinen nicht in einer Ebene und jede der- 
aelben lafst sich aus den drei nbrigen numeriach ableiten. 

Sind ê lt Eg, e s und c die Einheiteatrecken von a, fi, y und tf resp., 
dann iat 

tf = de =*pae l + gbe î + ra s , 
und wir dûrfen auch aetzen 

tf ™» x£ x + yt 2 + 2£ 8 . 
Aus dieaen Gleichungen folgt 

(s — j)a)e, + (tf — qb)e a + (* — rc)^ — 0, 
w or aus hervorgeht, dafs 

•c = pa, y = g&, a =- rc 
iat, und nennen wir die Zahlen x, y und B die Koordinaten dea End- 
punktes von tf bezûglich der mit a, fi und 7 znsammenfallenden Ge- 
raden als RichtHnien der Eoordinatenatrecken xs u ys % und ee S) den 
Schnittpunkt dieaer Geraden den Ursprung des Richtsyatema. 
Sind Ô und tf' die Trâger der Pankte J) nnd £)', so ïst mit 
tf = xs t + ye, + sss s , tf'= #'é t + y'î a + z's 3 
die Strecke DZ)'=Ç durcb die Gleichung 

6 _ s' - s _ (I - _ X ), L + („• _ „),, + (»■ _ «),, 

gegeben. 

Befinden sich die Strecken tf und tf' in der dnrch e 1 und î, be- 
stimmten Ebene, 80 iat z = s' = nnd demnach dann 
ç= tf' — tf = (jb' — »)*, + (/ — 10««- 

§ 5. Anwendttng der entwiokelten Satae. 

Bereîls daa Summationstheorem der Strecken an aich iat i'iïr die 
Géométrie fruchtbringend, wovon wir einige Beiapiele geben wollen. 
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1) Sei V der Schnittpunkt der Diagonalen des Parallélogrammes 
ABCD (Fig. 6), À~B = DC = a, AD — BG -= fi, dann ist 

H*a. A~Û~x(a + fi), ÛB = y(a — fi), 

denn es sind A U und UB gewisse Vielfachen der 
Diagonalen AC und DB resp. Aber es ist 

Â~û+ ïïb + b2 = o, 

mit h in ist 

*(« + « + »(«- «-«-0, 
(* + »-l)« + (»-!r)^-0, 

welche Gleichung, weil weder a noch fi verschwindende GrÔfsen sind, 
nur dann befriedigt werden kann, wenn 

x + y — 1 = und x — j = 
ist, woraus tblgt 

daher ist 

d. h. Z7 ist Halbierungspunkt der beiden Diagonalen des Parallélo- 
grammes, die Diagonalen eines Spatheckes halbieren sien gegenseitig. 
rj 7 2) Seien A, B nnd (Fig. 7) drei nicbt in gerader 

Linie ltegeode Punkte, sei OA «*- a, OB — fi und sei 
der Trâger 0-JJ=% des Mittelpunktes XJ der Strecke 
AB 7.u bestimmen. 

Weil AÏÏ=UB sein mufs und ÂÏÏ— £ — a, 
UB ■= fi — | ist, so erhalten wir 

woraus folgt 

2$-(« + #, « — 4-(« + «. 

Zeichnenwir dater ÔC— ÔZ + ZC=« + = 2£, so ist der Schnitt- 
punkt von AB und 0(7 der fragliche Punkt U, denn es ist 
ÔÛ= ÛC—±(a + fi). 

Erganzen wir die Figar durch die Strecke BC zu dem Spathecfce 
OACB, so wird V der Sehnittpunkt seiner Diagonalen AB und OC, 
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woraus hervorgeht, dais die Diagonalen eine s Parallélogrammes sich 
gegenaeitig halbieren. 

3) Streckengleichungen der geraden Linie. 

a) Sei OU eine durch den Punkt gehende gerade Linie, U ein 
beliebiger Punkt dereelben, a eine mit ihr gleichartige, gegebene Strecke, 
etwa OA = a. Dann ist OU ein gewîsses Vielfaches von OA, also 
OU= uOA, wo u eine gewisse réelle Zabi bedeutet. Nehmen wir 
nun C«= p, dann ist 

(.-«« a) 

die Streckengleicbung der Geraden U bei variablen u, welche au a 
parallel ist. Denn lassen wir w aile Zahlwerte zwischen — oo and 
■ {•■ oo durchlaufen, so beschreibt der Punltt U die gerade Linie U. 
Weii a eine Strecke von beliebiger Lange ist, eo gilt die Gleichung 
auch, wenn a Eînbeitsstrecke ist. 

' b) Sei A U eine gerade Linie, welche durch den Endpunkt der Strecke 
OA~a geht und parallel zu der Strecke OB = (i 
■* B - ist (Fig. 8). 

djL — V— Setzen wir den Fahrstrahl des beliebigen Punktes 

«/ s U der geraden Linie, die Strecke OU=ç, so ist, 

// wegen 

° l !3 ' B Ofj—U2+ZÛ— Ol + uOB, 

ç = a + u{i. (2) 

Dièse Gleichung ist bei variablem w eine Streckengleicbung der ge- 
raden Linie, welche durch den Endpunkt von a gebt und zu der 
Strecke /î parallel ist. 

c) Zwei Punkte A und S bestimmen eine gerade Linie, die Trâger 
dieser Punkte bezBglich eines nicht in dieser Geraden liegenden Punktes 
seien OA = a, Ô~B =*■ (Fig. 9). Ist nun U ein beliebiger Punkt 
Fig. s. des Strables AS, OU=ç, dann ist 

i Y ? 0~Û= ÔÂ + TÛ= OA + ulB 

4 LÀ =OA + u(Ô~B — Ol) , 

W d -S = « + «(0-«), fW 

S oder p = (i-iO« + u^. w 

Aber es ist auch 

OU— SS+BU— OB + vBU — ÔB + v(OA - ÔB) , 
d. h. 

f — /) + »(«-«, Oder (>-t>« + (l-i>)/!. (3') 
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Die Gleichungen (3) und (3') sind bei variablein « and v Strecken- 
gleichungen der durch die Punkte A und S bestïmmten geraden Linie. 
Mit v — (1 - w) geht die (S') in die (3), mit m — (1 — v) die (3) 
in die (30 Qber. 

Die Gleichung (3) lâfst sich scbreiben 

(1 — «)« + «y3 — ç = 0, oder (1 — «)« + «0 — lp = 0, 
die Summe der Koeffizienten an den Strecken auf ilirer « a a Ewk Seite 
verschwindet, die Endelemente dieser Strecken liegen stets in einer 
geraden Linie. Setzen wir 

1 — w = 1 w = '- - = — i 

P P P 

so ergiebt sien 

ma + nf+pf-O, m + n+p-0. (4) 

„Besteht zwischen drei Strecken eine Zahlbeziehung und ist die Summe 
ibrer Koeffizienten gleich Null, ao sind aie komplanar und ihre End- 
punkte liegen, wenn sie ein gemeinsamea Anfangselement besitzen, in 
einer geraden Linie. Daher ist die Strecken g leicbung (4) diejenige 
der durch die Endpunkte von a und /3 gehenden Geraden, wenn a 
und ein gemeinsames Anfangselement beaitzen und die Summe der 
Koeffizienten sâmtlicher Strecken verschwindet." 

d) Sind s lt c a , c, drei im Punkte entspringende, in keiner Zahl- 
beziehung atehende Einheits strecken, so kfinnen wir setzen 
ç=^xti -\-yt t -\- zs 3 , « = a[t, -f- a 2 £ a -|- a 8 E s , = &, e, + & a £ 2 + Kh- 
Mit diesen Streckenwerten geht die Gleichung (1) liber in 

cce 1 + ye s + gs 3 •= u(a 1 e l + o,f s + "s*»)» 
oder in 

(x — ««,)£, + (y — «a,) s, + (e — «o 8 )£ a — , 

welche Gleichung nur duui befriedigt werden kann, wenn 

x = ua t , y <= ua 2 , z = ua s 
ist, und eliminieren wir aus diesen drei Gleichungen die Variable u, 

so gelangen wir zu 



welche die Koordinatengleichungen der durch den Koordinatenursprung 
und den Punkt A, dessen Koordinaten a„ a t und a, sind, gehenden 
geraden Linie sind. 

Die Substitution der obigen Werte in die Gleichung (2), nach- 
dem wir aie auf die Forai 

» - « - «e - o 
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gebracht habea, giebt 

(x — a, — «&,>! + (y - 



- ub,),, + (* - 



«6 s )é s — , 



. woraus hervorgeht, dais die Koordinaten eines beliebigen Punktes des 

Strahlea 

x ■■ a, -)-■ «6, , y = a, -f- ui s , « =— dj + uïj 

sind, und durch Elimination von w erhalten wir hieraua 



die gewôhnlichen Koordinatengleichungen einer geraden Linie, welche 
durch einen gegebenen Punkt gebt und zu einer gegebenen Richtung 
parallel iat. 

Nehmen wir dieselben Substitutionen in der Gleichung (3) vor, so 
ergiebt sich 

( x — Oi — u(fc, — a l )}i 1 + {y — a a — u(b t — fl,) } £ a 

+ {*-o B -«C6.-o,)}« 9 -0, 
woraus folgt 

a; =- a t 4- w(6i — o,), y — a» + «fo — a,), * = Oj + m(& 3 — a,), 

und durch Elimination der Grundvariablen u ergiebt sich hieraua 



6, -■ a, ~ b,~- a t ~ b„ - a,' 

und das aind die gewôhnlichen Koordinatengleichungen der durch die 
gegebenen Punkte J.(o,, a,, a,) und B(b lt i tt h^ gehenden geraden 
Linie. 

Liegt die gerade Linie in einer, etwa in der durch é, und c g bo- 
stimmten Ebenc, so ist a 3 -■=■• b 3 = a = 0. 

4) „Ziehen wir von den Eckpunkten eines Dreiecka nacb- den 
Mittelpunkten der ihnen gegenûber liegenden Seiten des Dreiecka 
Strecken, so schneiden sich dièse in einem Punkte und teilen aicb eiu- 
ander ao, dais sich ihre Stficke wie 2 : 1 verhalten." 

a) Sei ABC (Fig. 10) irgend ein Drei- 
eck, seien A l ,B l , G, die Mittelpunkte aeiner 
• -_.- : r D Seiten BC, CA, Â~B resp. Sei M der 
Sehnittpunkt der Strecken ~AA X und JÎJf, , 
53^ — Z,C««, C^= B73=/î. Dann ist 
5Ï =BC + C'A — 2(a + 0), 
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so dafs A^B^ und BA parallèle Strecken aind und letztere doppelt so 
lang als eratert; iat. Nun iat 

BM-\- MA ^BÂ = 2Â^B t = 2(AJÎ + MB,), 
aber BM und MB,, aowie MA und A, M sînd glei char-tige Strecken, 
mithin iat 

B~M = 2MB lK MÂ = 2A^M, 
ferner haben wir 

BBl — BM+MBi — 3MB~ U J[Â — ~A~M + MA = 3i^M, 
mithin erhalten wir 

B»-|SB, _ j(Sa + fl, 

2B = lÂÂ, = l(AÉ + BA,) f (« + 2/3). 

Weiter ergiebt sich 

CM— CA, + A^M — |(p - h), 

CCl—UI+ÂC, — 52+ J-Ji- /!-«. 

Mithin aind CM und C'C, gleichartige Strecken, welche, weil sie den 

Punkt C gemeinaam besitzen, zuaammenfallen, ao dais aneh die Strecke 

CC, durch den Punkt M gent. Noch erhalten wir 

A[C, — I7S + BÔ, « + (p + a) — /», 

SS — BT2 + 2C, — - (« + ', 

und weil 

27g; - i52 - (« + fi 

ist, so aind die Seiten A l B lr B^C, und C, ^1 , dea ûreiecks der Punk te 
A l , B 1 , Ci parallel zu den Seiten AB, BC, und CA resp. des Drei- 
eckB der Punkte A, B, C und von der halben Lange ala dieae. 

b) Setzen wir noch AB «= 2y, so aind die Gleichungen der Ge- 
raden AA tt BB, und G'C, mît A als Beziehungspunkt, und wenn wir 
bedenken, dafs AJ, mit der Diagonale dea Parallélogrammes GABD 
zuaammenfâllt, 

9x-t(y — ff), Q i = 2y + u(2y + (ï), 9l - - 20 + v(y + 2fi) . 
Fur den Schnittpunkt M der beiden letzten Geraden mufa, wenn 
AM-- ' p genommen wird, 

Pî = Pî = 2(1 + «)r + «/* = vy - 2(1 - »)jî - Pu 



, y GoogIe 



32 Kap. 1, « 6. 6. 

sein, ao data beziiglîch dièses Pnnktes fur die Koeffizienten u und v 
die Gleichungen 

8(1 + «)-«, «-8(.-l) 
bestehen. ans welchen 



folgt, und mit diesen Werten ergiebt sien sowohl aus der zweiten, als 
auch aus der dritten Streckengleichung 

•» — ï(r- fi)- 

Beachten wir jetzt die erste Streckengleichung, so zeigt es sich, dais 
der Fahrstrahl des Punktes M mit der Geraden AA X zusammeûfallt, 
daher schneiden sich die Strecken AA it BB 1 und CC, m eincro Punkte. 
Nun ist 

3J, --? 37) - &.-/)) , 

daher 

9o = ÀM-~yAAi> M^lM- AM:MÂ 1 —2:1] 
ferner ist 

BB, (2, + ft, 

BM=\ÏÏC+ A\M — — -J-(2r + /I)— -J-JÏS,, MB, — jBB t , 

ÈM:MB t — 2:i, 
endlich baben wir 

CC, = 2p + y, 

CM— CB\ + B,M — -|(2« + f) — J-CtÇ, MV t — yô't'j, 

CM:MC t — 2:l. 
Noch erhalten wir 

(\2[ — 33,— AC t _ - p—~AC, 

37», — AB X — 33,— — ). — iB3, 

S7<ï — ici — 37J,— p + r — \cb, 

sn dais die Seiten C L A l , A 1 B l und B l V I des Dreiecks der Pnnkte 
C,, 4,, £, den Seiten A~C, BA und (IB des Dreiecks der Punkte 
A, B, C parallel und von der halbeu Lange derselben sind. Es ist, 
wie dem sein mnfs, 

573, + 37B, + B7c, p — r + P + r — o. 
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Fur die Mittellinien des Dreiecks ABC haben wir die Relationeu 

AÂ l =y~fi, jSB, = - (2y + fi), CC l = 2§ + V , 
so dafs ihre Summe 

A~l x + BB l + CC l = 

ist, wesbalb wir aua diesen Strecken drei Dreiecke herstellen kônneu. 

Mit J^Ë=-BB Ï ist EÂ^CC X und die Figur AAyE eines dieaer 

■ Dreiecke, die beiden anderen Dreiecke folgen &aaBB,-{-AA l -\-CC x = 

und CC 1 -\-AA 1 + B~B i = 0. 

Weitere Anwendungen des Addition stheorems der Strecken findet 
der Léser in den Elementen der Quaternionen von Kelland {Introduction 
to Quaternions, by P. Kelland, London 1873), Seite 9—31. Weil daa- 
selbe allein kompliziertere Aufgaben meiatens nur umstândlich zu losen 
imstande ist, und es yorerst nur darauf ankommt, mit der Addition 
von Strecken etwas tertraut zu werden, gentigen bereits die gegebenen 
Beispiele. 



Zweiter Abschnitt. 
Die Summalion von Pnnktgrôfsen. 

§ 6. Die Vunttgrorse. 

TJnter einem einfachen geometrischen Punkte veratehen wir den 
geouietrischen Punkt ao, wie wir ibn in der Einleitung definiert haben, 
er ist dasjenige geometrische Elément, welches keine Ausdebnung be- 
sitzt. Fallen 2, 3, .... n solche Punkte zuaammen, so bildet die Ge- 
samtheit dieser Punkte einen zweifachen, dreifacben, . ...nfachen Punkt, 
eine Punktgr&Tse, welehe wir, wenn A den einfachen Punkt bezeichnet, 
durcb nA darstellen. 

Einfacbe Punkte und spaterhin aucb Punktgrofsen bezeichnen wir 
atets durch Buchstaben des groisen lateiniachen Alphabetes. 

VerBtehen wir unter m irgend eine réelle Zahl, ao ist mA irgend 
ein Vielfachea des Punktes A, und wenn wir dièse Punktgrôfse mit A 
bezeichnen, so ist 

A = mA, 

d. h. die Punktgrôfse A iat aua deui Punkte A durch die Zahl m 
numerisch abgeleitet und dièse zwei geometrischen Gebilde f alleu zu- 

Kraft, Al.rifs des gooraetr. KatkMs. 3 
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sammen. Den Koeffizienten m nennen wir die Wertigkeit oder das 
Gewicht der Punktgrofse A, mit m = 1 wird die Puriktgrofsa zu einem 
Punkte vom Gewichte Eins, zu einem einfachen Punkte. 

Der InbegrjfF aller aus einem einfachen Punkte ableîtbaren Grofsen 
(PunktgrSTaen) heifat desaen Gebiet, dasselbe fâllt rïumlieh mit diesem 
einfachen Punkte zu sammen, ao dafa jedem einfachen Punkte ein be- 
sonderes, ihm angehôrendes Gebiet entspricht. Zwischen zwei ver- 
schiedenen Punktgebieten giebt es daher kein ibnen gemeinsames Ge- 
biet, das aus ihren Grundpunkten ableitbare Gebiet nennen wir ihr 
verbindendes Gebiet. 

Geh&ren A und Ê dem Gebiete des Punktes E an, iat 



dann îst 



A = aE, B = bE, 
Â±Ê = aE±bE = (a + l 



denn ea ist 

ferner erhalten wir 



B bE bE b' 
E—IE, aise- E-.B—li 



E = ^ = ï, bA^aB^O. 

Die Summe und die Differeuz aus zwei gleichnamigen 
Punktgrôfsen ist eine dritte gleichnamige Punktgrôfae. Der 
Quotient aus zwei Punktgrdfaen, welche demaelben Gebiete 
angehoren, ist eine Zahl. Zwiscben zwei gleichnamigen 
Punktgrôfsen beateht stets eine Zahlbeziehung. Jede GrÔfse 
im Gebiete eines Punktea kaun anatatt aus diesem Punkte 
auch aus jeder anderen Grofse desselben Gebietea numerisch 
abgeleitet werden. 

Mit a = b erhalten wir 

À = aE, B — aE, 

d. h. 

À = È, À — B = 0. 

Sind die Gewichte zweier Punktgrôfsen in demselben Ge- 
biete einander gleich, so sind dièse Punktgrôfsen sich selbst 
gleich und ihr Unterschied verschwindet. 
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§ 7. Punkt und Strecke. 

Fur die Addition von Punkten haben die in der Einleitung ent- 
wickelten Gesetze der eiufachsten VerknQpfungsart zu gelten. Weil 
hiemach 

A — A -f- B — B 
ist, so ist auch 

A + (B — A) = B. 

Dièse Gleithung sagt aus, dais der Punkt A in den Punkt B uber- 
geht, wenn wir ihn additiv mit der Punktdifferenz (B — A) ver- 
knQpfeD. Die Punkte A und B sind zugleich die Grenzelemente der 
Strecke AB. Der Punkt A fâllt mit dem Pnnkte B zusammen, 
wenn er um die Strecke AB verschoben wird. Daher kann gesetzt 
werden 

(B - A) = AB = a 
und es ist daim 

A + a = B, A = B — a, B = A + <t. 

Die Differenz aus zwei Punkten iat gleich der durch sie 
bestimmten Strecke in dem Sinne vom Subtrahenden nacli 
dem Minuenden. Die Somme aus einem Punkte und einer 
Strecke ist âquivalent dem Endpunkte dieser Strecke, wenn 
ihr Anfangselement mit dem ersteren Punkte zusamnien- 
fâllt. Der mit dem Anfangselemente einer Strecke koin- 
zidierende Punkt ist gleich der Differenz aus dem mit ihrem 
Endelemente zusammenfallenden Pnnkte und dieser Strecke. 
Der mit dem Endpunkte einer Strecke zusammenf-allende 
Punkt ist der Somme aus dem mit ihrem Anfangselemente 
koinzidierenden Punkte und ihr selbst âquivalent. 

Die Strecke a kann Btets als eine Summe von Strecken, etwa 
als eine solche aus drei Strecken, angesehen werden, setzen wir 

« = «i «i + «g s» + «s e s , 
dann wird 

A -f- or = A -{- a,t, -f- rt 2 î 2 4* a^êg = B , 

a ih + «ï £ « -\- a^ 3 = B — A, 
Die Summe aus einem Punkte und einer Streckenfolge 
ist der Endpunkt des in diesem Punkte beginnenden Sum- 
mationspolygons der Streckenposten. Die Summe einer 
Streckeufolge bezûglich eines gegebenen Anfangspunktes 
ist gleich dem Unterschiede aus dem Endpunkte und dem 
Anfangspunkte der Schlufslinie des Summationspolygons. 
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Durch den gegebenen Aniangapunkt erlangt eine Summe von 
Strecken eine beetiinmte Lage im Raume. 
Ans der Gleichung 

B — A~a 

folgt, wenn wir ihre Seiten mit der beliebîgen reelleu Zabi m multi- 
plizieren: 

m(B — A) ■= ma, mB — mA = y, 

wenn wir ma = y setzen, und hieraus geht hervor 

mA~{- y — mB, B — A^-y. 

Der Unterschied au s zwei Punktgrijfsen mit gleichen 
Gewi.chten, welche verschiedenen Gebieten angehoren, ist 
gleich der mit diesem Gewichte vervielfachten Strecke 
awischen den Grundpunkten dieaer Gebiete im Sinne vom 
Subtrahenden zum Minuenden. Die Somme einer Punkt- 
grôfse und einer Strecke iat équivalent einer gleichwertigen 
Vunktgrôfse, welche zum Gebiete dea Endpunktea der durch 
ihr Gewicht geteilten Strecke gehôrt, wobei das Anfangs- 
element der letzteren mit dem eraten Posten der Summe 
zusammenfallt. 

Die Abweichung eines Punktes B von einein Punkte A 
ist gleich der durch dièse Punkte bestimmten Strecke in 
dem Sinne vom zweiten nach dem eraten Punkte. Die Ab- 
weichung, der Unterschied der Grundpunkte zweier gleich- 
wertiger Punktgrofaen verschiedener Gebiete ist gleich dem 
durch das gemeinaame Gewicht beider Grdfaen geteilten 
Unterschiede derselben, vorausgesetzt, dafs der Koeffizient 
einen geltenden Wert hat. 

" !&*• /Vu § 8. Die Sommation von Pnnktgrôfljen. 

/ Eine Reihe zusammengehôrender im Raume oder in einer Ebene 
beliebig gelegener Punktgrofsen nennen wir einen Punkiterejn oder 
ein Punktsystem. 

Weil Gleiehes zu Gleichem addiert Gleiches giebt, so wird die 
) / Summe der Punktgrofaen eines Punktvereina eine gewisse Punkt- 
\grofse sein. 

Sind aA, bB, cC, dD, ... die zu addierenden Punktgrofaen, i%ixS 
das nâher zu bestimmende Ergebnis, so mufs die Gleichung 

aA + bB + cC + dD -\ — xS (1) 
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bestehen. Ist B ein beliebiger, im Endlichen gelegener Punkt des 
Raumes, ao liifst sich setzen 

A=A+B-B=B+A— B, B=R+B— B,--, 
welche Werte, in die Gleichung (1) aubatituiert, geben 

a[B + (A — B)] + b[B + (B - B)] + c[B + (0- R)] + ■ zS, 

oder 

(a + b + c+-)R + a(A-R) + b(B-B) + c(C— R)+-—x8. (2) 

Nun aind zwei FSlle zn unteraeheiden, es iat entweder die Summe 
der Koefnzienten der PunktgrôTaen dea Vereius ungleieh, oder 
gleicb Null. 

1) a-|-& + <: + ---=s^O. Die Gleichung (2) konnen wir 
schreiben 

l R | a{A- B)+bjB-B) + e(,C - R)-\-- \ = xg 

woraua folgt 

R a(A - R) + b[B - -fi) + <(C - R) + ■ ■ - - = x g 

Die Summe auf der liuken Seite dieser Gleichung ist ein einfacher 
Punkt, daher mufs aucb ihre rechte Seite ein aolcher sein, weshalb 

7 — 1, 

oder 

» = s = fl-f i-|-cH 

sein niui's, ao dafs wir haben 

aA + bB + cC-\ sS, s = a + b + c---, (3) 

S — R — a <- A - B) + b( B-R) + c(C-R) + -.. m , 



Setzen wir in der letzten Gleichung R = S , so ergiebt sich 



= = 



0(4-8) + b(B-S) + c(C-S) + ■ 



ea ist mithin dann, weil s eine endliche GrÔise ist, 

— a(A — S) + b(B — S) + c(C - S) + 

Boll dieser Gleichung noeh ein zweiter Punkt jS' genùgen, ao 

mufs sein 

= a(A — S') + b(B — S') + e(C—S')-\ 

Durch die Subtraktion der letzten Gleichung Ton der vorbergebenden 

erhalten wir 

0-(a + b + e + -.-)(S--S), 
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und weil die Su m me der Koeffizienten nicht verachwinden tarai, 
mflssen wir haben 

— S'— S, oderS'^S. 
Demnach giebt es nur einen einzigen Summenpunkt, er ist von 
der Lage des Punktes R unabhângig. 

Wâhlen wir anstatt des Punktes R den Puiikt R' , so besteht 
die Gleichung 

S — R'= ïiê—?'). t b( . B - S "> + c i c ~ J + •■■• 

addieren wir auf beiden Seiten derselben die Strecke (R' — R), welche 
der Streckenabstand der Punkte .fi und R' ist, so folgt die Gleichung (4). 

Die Summe der Punktgrofften eines Punktvereins, deren 
Koeffizientensumme nicht verscbwindefc, ist eine Punkt- 
grôfse von dieser Koeffizientensumme gleichem Gewichte. 
Der Abstand des Summenpunktes von einem beliebig ge- 
wâhlten Punkte des Raumes ist gleich der Summe der Ab- 
weichungen der Posten von diesem Punkte, dieselbe geteilt 
durch das Gesamtgewicht der Posten. Es giebt nur einen 
Summenpunkt, seine Lage ist von dem beliebig angenom- 
menen Punkte des Baumes unabhângig. Die Somme der Àb- 
weiehungen der Posten vom Summenpunkte verse bwïndet 
nnd keinem zweiten Punkte kommt dièse Eigenscbaft zu. 

2) a-j-e-f- c + *' - — 0. Mit diesem Werte von s folgt aus 
den Gleichungen (3) und (4), weil OR <= ist, denn R ist ein be- 
stimmter, im Endlichen gelegener Punkt, 

aA + bB~ + kK=a(A—R) + b(B-R)+~ + k(K-R)—OS, (5) 
nnd weil, wegen 

fl + ft + H 1-&=0, 

i D _( o + + c + ... + i ) 

ist, so erhalten wir durch Substitution dièses Wertes von k auf der 
rechten Seite der ersten Gleichung (5) 

aA+hB+cC+- + kK=a(A—E)+b(B-K)+-+i(J-K)— y— 05, 
welches Résultat sich aucb mit R = K in (5) ergiebt. 
Noch bekommen wir durch (4) 

S—R = oo y. 

Die Summe der Punktgrôfsen eines Punktvereins, deren 
Gesamtgewicht verschwindet, ist eine unendlich ferne Punkt- 
grôi'se vom Gewichte Null. Dieselbe ist équivalent einer 
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Strecke von bestimmtor Grofse un il bestimmtem Richtunga- 
ainn. Dièse Strecke ist gleich der Somme der Abweichungen 
der Poaten von irgend einem Punkte dea Kaumes, von dessen 
Lage sie unabhîLngig ist. 

Daraus erkennen wir, dais jeder unendlich férue Punkt mit dem 
Gewichte Null durch eine gewisse, im Endlichen gelegene Strecke 
ersetzt werden kann, dafs jede Strecke im Endlichen auch als Re- 
p rasent an t einer unendlich fernen Punktgrofae, deren Gewicht ver- 
scliwindet, anges eh en werden darf. 

§ 0. Die Siimme aus zwei Punktgrijfseo. Das aua zwe-i Punkten 
ableitbare Gebiet. 

Sind a l A 1 und a t A t zwei PunktgrôTsen verschiedener Gebiete, so 
ist ihre Su mine 

fl iA+ <hA = { a i + <h)S. 
Fur die Abweichungen des Summenpunktes S vou den Punkten A, 
und A 3 ergiebt sich, wenn wir in (4) § 8 zuerat ^ = ^4,, sodann 
fi = A% setzen, 

3— A l ~* g -^(A I -A 1 ), S— A=— v-- (A l — A i ), 
und daraus folgt 

(S- A,) : (A, - S): (A,- A,) -<•,-«, = («.+«.)■ 
Mg. u_ Der Summenpunkt S teilt die Strecke (A, — A x ) 

in umgekehrtem Verhâltnisse der Koeffizienten der 
Punktgrôfsen , er liegt derjenigen Punktgrofee 
zunâchst, welche das grofsere Gewicht beaitzt. 
Zeichnen wir (a, und a s > vorauageaetzt ) 
(^ — A a ) = o,e , (B t — .4,) = — dj e , uuter e 
irgend eine Strecke verstanden (Fig. 11), und ziehen 
wir die Gerade B l B tt so schneidet sie die Gerade 
A i A., im Punkte S, denn es ist 

(S - A,) : (A, — S) — (B t - AJ : (A, — B,) — a, : o,. 
Mit a ( =■ Oj =* 1 erhalten wir 

2S=A l +A i , S = ±(A 1 + A t ) l 

S — A 1 — A a — S~~j(A. t — A x ). 

Die Somme aus zwei einfachen Punkten ist ein doppelter Punkt, 
welcber mit der Mitte der aie verbindenden Strecke zusammenfallt. 
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l#t einer der Koeffizienten, etwa a,, négatif, daiin haben wir 
a ï A 1 — ûj A t — = (a, — a^)S , 

S— A, r -^— (A, — A,), S— A 3 = ; p ^ r (A t — ^ a ), 

(S - 4,) : (S - A,) : (J, - A,) = a i :a,;(a l — a,). 
Daber liegt der Summeupunkt S, wenn a, > Oj ist, auf der Ge- 
raden A, A 3 aufserhalb der Strecke {A t — J t ) zunâchst dem Punkte A t , 
wenn Of-z^Ot ist, aufserhalb der Strecke (A t — A t ) und zunâchst dem 
Punkte 4 S . . 

Sind die Gewichte der beiden Punktgrofsen entgegengesetzt gleich, 
iat Oj — «g ■= 0, 80 ist 

OS— (4, — ^), B-A l ~ao(A i ~A^, 8 - A\ — oo {A, — A*), 
mithin ist die Strecke (j4j — A^) der unendlich fernen Punktgrôfse 
vom Gewichte Nuil auf der durch A x und A a beetimmten Geraden 
âquivalent. 

Sind E x und E 3 irgend zwei feste, im Endlichen gelegene Punkte 
einer geraden Linie, ist S ein beliebiger Pnnkt derselben, so besteht 
nacb dem Vorigen zwischen diesen Punkten die Bezîehung 

sS = a l E 1 + a,E t , s — a t + a a , (1) 

oder 

û,£j + a,E s — sS = 0, a, + a, — s = 0, 
woraus folgt 

S—^E. + ^E,. 

Existiert zwischen drei Punkten eine Zahlbeziehung, so 
liegen aie in einer geraden Linie. 

Weil jeder Punkt einer geraden Linie aus zwei verschiedenen 
Punkten derselben numerisch abgeleîtet werden kann, so ist die durch 
zwei Punkte bestimmte g erade Lini e das Gebiet aller aus diesen 
Punkten numerisch ableitbaren Grëfsen. Di èses Gebiet h gi fiit ein 
aolc hea zweiter Stuf e, wohingegen die Gesamtheit aller mit einem 
einfaehen Punkte zusammenfallenden Punktgrôfsen ein Gebiet erater 
Stufg_genannt wird. 

Laasen wir in der Gleichnng (1) die Koeffizienten a, und a 2 
variiercn, dann variieren auch der Summenpunkt und sein Gewicht. 
Setzen wir, um dies auazudrucken, «^ = «,, Og = u % , s = w, S = U, 
so folgt 

tU=u l E 1 + tt t E t , w-u, +«,,] 



\i 



oder Dis u,E, + V,E,, 



wo das Zeichen = kongrùent geleaen wird. 



M 
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Die Gleichung (2) ist offenbar eine Punktgleicbung der durch die 
Punkte E t und E % bestimmten geraden Linie. 

Aucb fttr Punktgrôfsen oder Grofsen ersten Grades im jGebjate 
zweiter Stiife gelten aile Gesetze der Rechnung mit Zahlen. 

Sei~ ■■ -- 

À = a l E 1 + a i E i , È = 6,-E, + b 2 E s , 
dan ii ist 

mÀ = ma l E l +ma t E t , ^ = ^E, + ^E îf 
À±È — (a 1 ± b x )E t + (o, + fc s )-E a - 
und wenn a { + «2= 0, 6, + 6 a = ist, also À und B Strecken sind, 

Produkt und Quotient aua einer Grofse ersten Grades und einer 
Zabi ist wieder eine Grofse ersten Grades. Sumnie und Differenz von 
Grofsen ersten Grades auf einer Geraden ist wieder eine Grôfse ersten . 
Grades. Der Quotient aus zwei g leichartigen Strecke n ist eine Zahl. g\f" , 

Der Quotient aus zwei Punktgrôfsen eines Gebietes erster Stufe t, 2 
ist stets eine Zahl, wohingegen solches bezîlglich zweier Punktgrôfsen 
im Gebiete zweiter Stufe im allgeuieinen nicht der Fall ist, denn wir 
haben 

À = q,E, +a,E 1 = (a, + a a ) .A = aA _ a A 
B b 1 JS 1 + 6,-fc' a _ (6, + b,)B bB b B' 

A und S sind nicht zusammenfallende Punkte, daher kann ihr Quotient 
nicht der absolut™ Einheit gleich sein. 

Seien die Punktgrôfsen À, B und C abgeleitet aus den Punkten .E, 
und E 2 , sei 

À = a 1 E 1 + a i E s , È = b l E l + 6,^, Ù = c t E x + c.^. 
Eliminieren wir den Grundpunkt E, aus der ersten und zweiten, so- 
dann aus der zweiten und dritten Gleichung, so folgt 

6,i - a x B = (0,6, - a x b^E t , c x B - 6,C=-(6 8 c 1 — b^E^, 
und eliminieren wir den Fundamentalponkt E % aus diesen Gleichungen, 
so ergiebt sich 

fac, — ftjc,)-^ + (V, — a 1 c a )B- r -((i 1 6 i — o 3 6,)C = 0. 
Zwiscben irgend drei Punktgrôfsen, welche in gerader 
Linio liegen, besteht stets eine Zahlbeziehung und jede der- 
selben kann aus den beiden anderen numerisch abgeleitet 
werden. 
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Dièse drei Grofsen ersten Grades sind entwuder samtlich Punkt- 
grofsen mit gel terni en Gewichten, oder die eine ist eine solche vom 
Gewichte Null, eine Strecke und zwei haben geltendes Uewicht, oder 
zwei von ihneu sind Streeken und die dritte ist eine solche mit be- 
stimmtem Koeffizienten, oder es sind aile drei Punktgrofsen Streeken. 

§ 10. Die Sunime ans drei Ponktgrbfsen. Daa ans drei Punkten, 
die oicht oincm Gobiete zweiter Btufe angehôren, ableltbare Gebiet. 

Die Summe aus den drei Punktgrofeen aA, bli und cC, deren 
Grundpunkte A, B and C nicht in einer geraden Linie liegan, ist 

sS = aA + bB + cC, s — a + b + c, (1) 

oder 

sS = (aA + bB) + eC, 
und wenn wir 

aA + bB — (a + b)F 

setzen, wo F einen in der geraden Linie AB liegenden Punkt be- 
deutet, so wird 

sS=(a+b)F+cC. 

Nach der letzten Gleichung liegt der Punkt S auf der durch die 
Punis te F nnd C bestimmten geraden Linie, nach der yorletztenMn 
der durch die Punkte A und B gegebenen geraden Linie, es schneidet 
die Gerade FC die Gerade AB, daher liegt die gerade Linie FC und 
somit auch der Punkt S auf ihr in der durch die Punkte A, B und C 
bestimmten Ebene. 

Mit s= — t geht die Punktgleichung (1) liber in 

aA + bB + cC + tS — 0, a + b -f c + t = 0. 
Jede aus drei nicht in einer Zahlbeziehung stehenden 
Punkt en numeriscb abgeleitete PunktgrÔfse befindet sich 
in der durch dièse drei Punkte bestimmten Ebene. Besteht 
zwischen vier Punkten eine Zahlbeziehung, so liegen sie, 
wenn drei von ihnen unabhângige Punkte sind, in einer 
Ëbene. 

Sei inBbesondere a = b = c «= 1 , dann ist 

ZS = A + B + C, S = j(A + B + C). 
Nun dnrfen wir setzen 

3S = A + (B + C) = A + 2A, , 
— B+(C+ A) — B+2B X , 

= c+(a + b)«- o + ac;. 
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Aber es sind A l) B, und C, die Mittelpunkte der Seiten (G — B), 
(A — C) und (B — A) des Dreiecks der Punkte A, B und C, folglich 
liegt der Punkt S auf den Strecken (A t — A), (B, — B) und (C, — C), 
deti Halbierungslinien dièses Dreiecks zugleich und teilt dieselben in 
dem Verhaltnisse 2:1. 

Ist a -j- b -f- c = s = 0, so ist c = — (a -f- 6), daher 

OS — a J. + fcB - (o + 6)0 = «(.4 - C) + 6(5 - C), 
die Summe Équivalent einer Strecke, welche offenbar ebenfalls in der 
Ebeiic der Punkte A, B und C liegt. 

Seien E l} E 2 und E s die drei in keiner Zahlbeziehung stehenden 
Punkte einer Ebene, aus deneu aile in ihr liegenden Punktgrofsen, Grôfsen 
ersten Grades numerisch abzuleiten sind. 
Sei der Punkt A durch die Gleicbung 

A =■ a { E, + Os-E, + OgE g , a, + a 2 + a 3 = 1 
gegeben und sei oocb gefunden worden 

A — (*,'.£;, + <£„ + a/^ , a,' + < + a z ' = I , 
dann niufs sein 

(a,'— a,).E, + «— (i 2 )£„ + (a,'— *,)£, = 0, 

woraus folgt, denn JE, , E% uud £ 3 stehen in keiner Zahlbeziehung, 

h/ = a, , a 2 ' = a,, , a 3 ' = fl 3 . 

Jeder Punkt einer Ebene kann ans drei von einander 
unabhàngigen Punkten derselben nur auf einerlei Weise 
numerisch abgeleitet werdeu. 
Besteht die Gleichung 

aA — <!,£, + 0,-Ej + a t E t , a t + a t + %=- a, (2) 

dann ist auch die folgende Gleichung richtig 

aA — aE l — a 1 E 1 + a 2 E t + a^E^ — (a, + a t -f a^i^ , 
aus welcher sicb ergiebt 

a(A -E 1 )~a i (E t ~E l )-[-a t {E a ~ £,), 

^ - -Ei = 5( E î - E ù + î(^* - ■**)» ( 3 ) 

womit die Abweichung des Punktes .4 von dem Punkte J3, gefunden 
ist, die sich auch aus der Formel 

a(A — B) — a, (^ — fl) + a,(J^ — R) + o 8 (£ g — .B) 
ergiebt, wenn wir R = E x setzen. Auf demselben Wege erbalten 
wir nocb 
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A-E, — -J(£, - E % ) + •-(.£, — E,), 
A-E,~ ^(E, - E.) + ^(E, - E,). 

Dadurch kann die Lage des Punktes A in mehrfacher Weise kon- 
struiert werden. 

Setzen wir E t — E 1 = me l , E a — E x =- ne tl unter e, und £, die 
Einheitsstreckeu der Geraden E 1 E % und E 1 E s verstanden, A — J?j = p , 
so geht die (3) (lber in 

p = ^me, + ~nt a 
und weil aucli 

•= XB t -f- J/f, 

ist, so sind mit E l E i und E t E B als Richtlinien die Koordinaten des 
Punktes A 

Das Dreieck der Punkte E lt E t und E t nennen wir das Funda- 
m entai dreieck der durch dièse Punkte bestimniten Ebene, die mit 
spinen Seiten zusammenfallenden geraden Linien ihre Fundamental- 
linien, die Koeffizienten der Grundpunkte die Dreieckskoordinaten des 
durch sie abgeleiteten Punktes. Weil wir jedes Paar der Fundamental- 
linien als zusammengehorende Richtlinien, Koordinatenaxen ausehen 
konnen, so sind durch das Fundamentaldreieck drei Paare Koordinaten- 
axen, drei Parallelkoordinatensysteme gegeben. 

Laesen wir in der Gleichung (2) die Koeffizienten der Fundamental- 
punkte aile Zahlwerte zwischen — oo und -f- oo durchlaufen. dann 
beschreibt der Punkt A die Ebene der Fundamentalpunkte. 

Mit A = U, a* = m* ist 

uU°= u x E t + u,E 3 + UsE t , 
oder 

d.yv «"-2'» E " "=,!?**• (— Jf "■)■ 

eine Punktgleichuug dieser Ebene. 

Die Gesamtheit aller aus drei Fundauientalpunkten numerisch ab- 
leitbaren GrÔfsen nennen wir ihr Gebiet, dasselbe ist von dritter Stufe 
und fâllt raumlich mit der dureh dièse Punkte bestimniten Ebene zu- 
sammen. 

Auch fiir Grofsen ersten Grades in der Ebene gelten die Gesetse 
der Vervielfachung und Teilung durch réelle Zahlen. 
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Punktgleichucg der Ebene. Zatlbeiiehung zwiachen viisr Griifsen ersten Grades. 45 

Ist 

À —yjatEk, B — yjhJEt, 
ao erhalten wir 

mÀ — m(a 1 E l + a,S, + a t E,) — ma^ + ma t E i + ma^E^ , 
. ^i — ^(«i-E, + <V^ + «a^ 8 ) — 2-Ei + 5 £ î + î^»- 
À±B = (a 1 ± l l )E l + (a t ± b s )E s + (a, ± b s )E 3 . 

Produkt und Quotient aus einer Grôfse ersten Grades 
und einer reellen Zabi ist wieder eine Grôfse ersten Grades, 
ebenso Summe und Unterschied aus zwei Grôfsen ersten 
Grades in einer Ebene. 

Sind A, È, C und î) vier aus den Fundamentalpunkten E lt E % 
und E 3 einer Ebene abgeleitetei Grôfsen ersten Grades und eliminieren 
wir die Grundpunkte aus den Summengleichungen dieser Grôfsen, so 
ergiebt sich eine lineare Gleichung zwischen diesen vier Grôfsen, was 
zu dem Satze fflhrt: 

Zwischen vier Grôfsen ersten Grades in einer Ebene be- 
steht stets eine Zahlbeziehung und jede dieser vier Grôfsen 
kann stets aus den drei iibrigen numerisch abgeleitet werden. 

Dièse Abieikmg fiudet statt: 1) aus drei Punktgrofsen, 2) aus 
zwei Punktgrofsen und einer Strecke, 3) aus einer Punktgrôfse und 
zwei Strecken, 4) aus drei Streeken. 

§ 11. Die Summe aus vier Punktgrofsen. Dos aus vier unabhangigen 
Punkten ableitbare Qebiet. 

Sind aA, bB, cC und dD vier Punktgrofsen, deren Grund- 
punkte A, B, C und D in keiner Zahtbeziehung stehen sollen, so ist 
ilire Summe 

sS = aA + bB + cC+<W, s = a + b + c + d. (1) 

Nun ist aucb 

sS = (aA + bB-\-cC) + dD = (a + b + c)E+dD, 
der Punkt S liegt mithin aiif der dureh die Punkte F und D be- 
stimmten geraden Linie, aber der Punkt F befindet sich in der 
Ebene der Punkte A, B und C, der Punkt D aufserhalb ihr, so dafs, 
wenn die Koeffizienten ungleicb Null sind, S nicht in einer der durch 
die gegebenen Punkte bestimmten Ebenen, sondern aufserhalb derselben 
im Baume sich befindet. 



, y GoogIe 



46 K&p. 1, g 11. 

Ans (1) folgt 

S = "-A + h s B + C s C + jB — a,A + ^B + c,C + dtD, 
ware nocb 

S = *A + *B+ ^G+^D — Oi'A 4- b(B + C,' C + (*,'■», 

dan n miifate sein 

« - fll )^ + (V - &,)£ + (c,' — c,) C + « — d,)D = 0, 
welche (ileichung, woil die in ihr vorkomnienden Pnnkte unabbângig 

sind, rrnr dann befriedigt werden kann, wenn 

°i' * = a i i V ""* &i ' c i' "™ c i r d t ' — d, 
ist 

Mit s = — ( lâfst sich die Gleichung (1) schreiben 
o^ + bB + cC + aD + (S — 0, a + 6 + c + d + * — 0. 

Jede Punktgrôfse des Raizmes lafst sich aus irgeud vier 
in keiner Zahlbeziehung stehenden Punkten numerisch ab- 
leiten und zwar nur auf einerlei Weise. Zwiscben fflnf 
Punkten des Baumes existiert atets eine Zablbeziebung. 
Bestebt zwiscben fflnf Punkten, von denen keine vier 
numeriscb auseinander ableitbar sind, eine Zahlbeziehung, 
so liegen aie nicht in einer Ebene, sind sie Punkte des 
Baumes. 

Mit a = b = c = d = 1 erhalten wir 

- 4S = A + B + C + D, 
4fl— A+(B+C+D)-=A+%A X , 4S=B+(C+D+4)-=iJ+3i#„ 
4S=.6'+(-D+^+5) = 6"4-3C 1J 4S=D + (A + B+C) = D + 3D l . 

Die Punkte A, B, C und T) fallen mit den Eckpunkten einea 
Tetraeders zusamnien, A,, B t , C, und J) l sind die Mittelpnnkte der 
diesen Punkten gegenliberliegenden Seitenflâchen des Tetraeders. Der 
Summenpunkt S ist mithin der Schnittpunkt der die Ecken der 
Pyramide mit den Mittel punkten der gegenliberliegenden Seiten- 
flâchen verbindenden Strecken (A, — A), (B, — B), (C, — C) 
und (7>, — D), und es teilen sich dièse Strecken in dem Ver- 
hâltnisae 3:1. 

Aus den Gleichungen fur 4 S ergiebt sich nocb 

3(A 1 — B t ) = B — A, 3(B l — G 1 )=C—B, 
3(Oj - A) = & - C, ZiPi — AÙ — A — B. 
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Die Somme an» vier unabbângigen PanktgîOrseo, 47 

Mithin sind die Mittelpunkte der Seitenflîichen der Pyramide AJ3CD 
die Ecken einer zweiten Pyramide A 1 B l C l D l , deren Kanten parallel 
den gleichnamigen Kanten der ersteren sind, und es ist die dreifache 
Lange einer Kante der zweiten Pyramide gleich der entsprechenden 
Kante des ersten Tetraeders. 

Sind E lt E if E a , E t vier von einander unabhiingige Punkte und 
besteht die Gieichung 

À = ^a t E tl 



ao ist entweder ^ a k > 0, oder ^ n k = 0. 

1) ^^ dt^O. Indem wir einen weiteren Punkt E$ annehmen 

und ^^ a/tE & auf beiden Seiten der letzten Gieichung snbtrahieren, 
so wird 

i - SjatEi = ^a k (E t - E.S). 
Die rechte Seite dieser Gieichung zeigt die Summe von vier 
Strecken, mithin ruufs À eine Punktgrofse vom Gewichte ^ a k , 

also A = ^^ a^A sein und nach deui vorigen im Baume liegen. 

2) ^i a * = 0- ^ n diesem Falle ist a 4 = — ^ a k , folglich 

Â — ^aiÇBt — E*), 

Àuf der rechten Seite dieser Gieichung steht eine Summe von drei 
Strecken, welche den in der Ecke Et des Tetraeders E l E t E 3 E i zu- 
sammenstolsenden Kanten desselben parallel sind, mithin ist, wenn die 
Summe der Ableitungszahlen verschwindet, die Grôfse A eine Strecke 
des Baumes. 

Besteht die Gieichung 



aA-^a„E t , a-^«,, (2) 

Di,iii,.db»Google 



ao ist die Abweichung dea Punktes A von emein beliebigen Punk te 
K des Baumes gegeben dur eh 

Mit Ii = E x ergîebt sicb. hieraus 

A — E i —^(E t — EÙ+ ^(E t - E,)-\- a *{E i — E^, 

der Streckenabstaud dea Punktes A vom Punkte E { . Mit A — E 1 =^ç, 
Et~ E 1 = m&t, E a — Ei = »é„ E t — E, = ps s , wo i,, ^ und („ die 
Einheitastrecken der Geraden E l E i , E l E t und i^E^ reap. sein sollen, 
erhalten wir hieraus 

und weil auch 

ist, so sind die Cartesischen Koordinaten des Punktes A 

Das Tetraeder der Punkte E u E îf E s und E t nenuen wir ein F unda- 
mentaltetraeder, seine Eckpunkte Fundamentalpu nkte und die mit 
seinen Kanten zusammenfallenden geraden Linien Fundamentallinien 
dea Raumes, die Koeffizienten der Gr undpu nkte, durch welche ein be- 
liebiger Punkt dea Raumes aua iiïnen abgeleitet werden kann, Te- 
traederkoordinaten dièses Punktes. In jeder Ecke dea Grundtetraeders 
stofsen drei seiner Kanten zusammen, deren Richtungen als Axen eines 
Parallelkoordinatensystems angeaehen werden konnen, so dafs das 
Fundameutaltetraeder vier Cartesische Koordinatenaysteine bestimmt. 
Lassen wir in der Punktgleichung (2) die Koeffizienten der Fun- 
damentaipunkte aile Werte zwischen den Zahlen — oo und -|- oo 
durchlaufen, so erzeugt der Punkt A sâmtliche Punkte dea Raumes. 
Setzen wir, uni dies zu karakterisieren , A = U, a = h, a» =» «t, so 
ergiebt sich 



,B=^a t E t , n-^«„ 



welche Gleichung aile aua den Fundamentalpunkten E*, h = 1, 2, .. 4, 
ableitbaren Punkte des geometriscben Raumes repraaentiert, aie ist also 
als eine Punktgleichung dea Raumes aufzufassen, den Raum als Punkt- 
system gedacht 
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Der Rauin aie Gebiet vierter Stufe. 49 

Fur die Grofsen ersten Grades im Raume gelten die Gesetze der 
Vervielfachung und Teilung durch réelle Zahlen ebenfalls. 
Wir erhalten, wenn 

*=4 i=4 

ist uni! m irgend eine réelle Zahl bedeutet, 

mÀ = m^j anE* = ^ ma k E kl 

A -i%,E,-XiE>. - 

A±B=^(a t ±h)E k . 

Produkt uod Quotient aus einer Grofse ersten Grades und einer réelles 
Zabi, sowie Summe und Unterschied aus zwei Grofsen ersten Grades 
ist wieder eine Grofse ersten Grades. 

Die Gesamtheit aller aus vier nient in einer Zahlbeziehung stehen- 
den Puukten numerisch ableitbaren Grofsen ersten Grades iiennen wir 
das Gebiet dieser Punkte. DasBelbe beifst ein Gebiet vierter Stufe 
und umfafst eamtlicbe Punkte des geometrischen Raumes. Ans irgend 
vier, die Eckpunkte eines Tetraeders bildenden Punkten resultiert durch 
numerische Ableitung stets derselbe Raum als Punktsystem, als Ele- 
mentarsystem vierter Stufe, stets dasaelbe Gebilde. 

Aus dm, die Ecken eines Dreiecks afliandan Punkten lâfst sicii 
imr eiue Ebene, namlich die mit der Ebene des Dreiecks zusammen- 
fallende, als Punktsystem ableiten, liegen drei andere Fundamental- 
punkte in dieser Ebene, so erfullen die samtlichen aus ihnen numerisch 
abgeleîteten Punkte dièse Ebene ebenfalls, befinden sie sich aber nicht 
oder nur teilweise in dieser Ebene, so erhalten wir als aus ihnen ab- 
geleitetes Punktsystem eine audeçé Ebene. Die Ebenen des Raumes 
sind deshalb als uugleichartige Punktsyateme dritter Stufe aufzufassen. 
Die Gesamtheit aller aus zwei Punkten numerisch ableitbaren Punkte 
bildet ein Punktsystem zweiter Stufe, eine durch dièse Punkte hin- 
durchgehende gerade Linie als Punktreihe. Das aus zwei anderen 
Punkten dieser Geraden abgeleitete Punktsystem ist mit ihr als Punkt- 
reihe identisch. Fallen zwei weitere Fundamentalpunkte nicht in dièse 
Gerade hinein oder thut solches nur einer von ihnen, so ergiebt sich 
durch numerische Ableitung aus ihnen ein anderes Punktsystem zweiter 

Kiaft, AhrifB des «eometr, KeltlU». 4 
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50 Kap. 1, § 11. 

Stufe. Mithin sind die Geraden des Raumes als Punktaysteme zweiter 
Stufe voneinander verschieden. 
Sind 

À t ■= aiEx + b t E a + c t E s + d k E <t Te — 1, 2, 3, 4, 6 

fiinf aus den Fundamentalpunkten E lt E ît E s und E i numerisch ab- 
geleitete Grofaen ersten Grades, und eliminieren wir aus dieeon Glei- 
chungen die Fundamentalpunkte, so ergiebt sich eiue lineare Gleichung 
von der Form 



2j m * A * = 



Zwischen fttnf Grol'aen eraten Grades im Raume existiert 
stets eîne Zahlbeziehung. Aile Punktgrôfsen des Raumes 
lassen sich aus vier, nicht in einer Ebene liegenden Punkt- 
grôfsen numeriscb ableiten. 

Die numeriache Âbleitung einer Punktgrofae und eines einfacben 
Punktes des Raumes kann anf vierfache Weiae geschehen: 

1) Aus einem endlich fernen und drei unendlich fernen Punkten, 
d. h. aus einer PunktgrÔTse mit geltendem Gewicbte und drei nicht 
einer Ebene parallelen Strecken. 2) Aus zwei nicht znsammenfallen- 
den Punktgrôfsen mit geltendem Gewicbte und zwei Strecken, welche 
nicht einer durch jene zwei Punkte gelegten Ebene parallel sind. 
3) Aus drei, die Ecken eines Dreiecks bildenden Punktgrôfsen und 
einer zu der Ebene der drei Punkte nicht parallelen Strecke. 4) Aus 
vier nicht in einer Ebene liegenden, endlich entfernten Punkten. 

Die Beweise dieser Sâtze folgen aus der Gleichung 



^mU* = 0, 



aber sie konnen auch direkt geffihrt werden. 

1) Sind A, B, C drei nicht j£ P ' ,ier Ebene parallèle Strecken, 
D=dD und E = eE zwei im Endlichen gelegene Punktgrôfsen, so 
ist E aus den iibrigen Grôfsen numeriscb ableitbar. — Wir konnen 
setzen 

E — D = ml + nB+pC, so dafs E= B +m2 + nB + pC, 
mithin 
*L = ^ + m Â-) rn B + pC, sodafs È=~i) + c(mA+nB-\-pC) 
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Ableitung von QiSfeen ersten Grades ans aolchen deg Ranmea. 51 > 

ist. Wenn die abzuleitende Punktgrofse eine uuendlieh entfemte, eine 
Strecke ist, so ist sie schon aus A, B und C ableitbar, demi danu ist 
d = 0. 

2) Seieu A und B zwei Strecken, G = cC und J) = dB zwei 
endlich entfemte Punktgrofseti, und lasse sich durch C und D keine 
Ebene legen, welche mit A nnd B parallel ist. — Setzen wir 
C — D = C, so sïnd A, B und C drei nicht einer Ebene parallèle 
Strecken, und es wird 

E— D,= m2 + nB + pC sein, so dafs E=mA + nB + p~Ç -{- D 
ist, also 

- = mA + nB + p{---â) + ir , 
woraus folgt 

È = e{mA -{- nB) -f^G' + ~(1 -p)ï>. 

3) Sei A eine Strecke, seien B-^bB, C=eC und D = dD drei 
endlich entfemte Punktgrofsen, die nicht in einer geraden Linie liegen, 
und sei A nicht mit der Ebene der Punkte B, G und D parallel. — 
Setzen wir B — D = B } so ist nach 2) jeder Punkt E aus A t B, 
G und I) numerisch ableitbar, es ist 

É = ,(»>Z+nE) + tiC+±(l-p)Ê, 
mitbin ergiebt sich, wenn wir fur B seinen Wert setzen, 
È = emI+~B + ^C+-^(l ~p-n)B. 

4) Seien À =- aA, B = bB, C^cC, B = dB vier Punktgrofsen, 
deren Grundpunkte im Endlichen gelegen und voneinander unabhàngig, 
die Eoeffîzienten der Grundponkte sâmtlîch ungleich Null. Setzen wir 
A — D = A, so ist aus A, B, G und D die Punktgrofse È-=eE 
numerisch ableitbar, und wenn wir in die letzte Gleichung fur E den 
Wert von A = -j substituieren, so ergiebt sich 

É-"-i + "B + p -fC + !<» -P-«-m)i>. 

Wâhlen wir in dem ersten dieser Âbleitungssysteme die Lângen der 
drei Strecken gleich grofs, so erscheint das gewohnliche Parallelkoor- 

dinatensystem. Das letzte System reprâsentiert, wenn die Punkte ein- 
fache Punkte sind, das allgemeinu lineare Koordinatensystem, wîe es 
von Plucker und Anderen behandelt worden ist. 
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52 Kap. I, §§ 12. 18. 14. 

§ 12. Oemeinaames «ad verblndendos Cletaiot von Elementen 

dos Baumes, 

Sïnd zwei gerade Linien aus den Punkten E t , E t und E 3l E t 
resp., welche in keiner Zahlbeziehung stehen, numerisch abgeleitet, so 
haben sie kein geuieinaames Gebiet, keiaen Schnittpunkt, ihr verbin- 
dendes Gebiet ist das aus den Punkten E,, E % , E t und E t numeriscli 
abgeleitete Gebiet vierter Stufe, der Raum ala Pnnktgebîlde, die beiden 
geradei] Linien kreuzeu aîch. Sind zwei gerade Linien aus den Punkten 
E lr E % und E % , E s resp, numerisch abgeleitet, so besitzen sie ah ge- 
meinsames Gebiet erster Stufe dan Punkt E SI welcber ihr Schnittpunkt 
ist; ihr verbindendes Gebiet ist daa aus E lt E % und E t abgeleitete, 
dasselbe ist von dritter Stufe und fiillt mit der durch die beiden Ge- 
raden bestimtnten Ebene zuaammeii. 

Zwei Ebenen, welche als Punktaysteme aus E ll E t , E a , resp. 
E s ,E i ,E 4 numerisch abgeleitet aind, wobei dièse vier Punkte in keiner 
Zahlbeziehung stehen, besitzen ein gemeinsames Gebiet zweiter Stufe, 
iiSmlich das aus E t und E s numerisch abgeleitete System zweiter 
Stufe, welches ihre Schnittlinie als gerade Punktreihe ausmacht, und 
ein verbindendea Gebiet vierter Stufe, das aùa den Punkten' E lt E t , 
E a und E t abznleiten ist, den Raum als Punktsystem auamacbt. 

In gleicher Weise finden wir, dafa eine gerade Linie und eine 
Ebene, wenn erstere nicbt in der letzteren liegt, als gemeinsames Ge- 
biet einen Punkt, welcher ihr Schnittpunkt iat, und als verbindendes 
Gebiet den Raum besitzen. 
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h a,j4-"^*- *"" i § 13. Geaohichtliehe Notizen. 

? ' Die Summation von Punkten wurde îm Jalire 1827 zuerst von 

A. F. Môbius in seinem bertlhmt gewordenen baryzentrischen Kalkul 

gelehrt. Die Addition von Strecken hat wabrscbeinlich Bellavitia zu- 

erat entdeckt, derselbe behandelte sie in mehreren Aufsatzen der Annali 

délie Scienze del Regno Loinbardo Yeneto, 1835 und 1837. In seiner 

Mecbam'k des Himmela (1842) hat auch Môbius die Addition von 

Strecken besprochen. Ganz unahhângig davon that Grafsmann die 

I Summation von Strecken und Punktgrofsen in seiner linealen Ausdeh- 

/ I nnngslehre von 1844 (§ 26 und § 101—102) und deren Zusammenhang 

- Idar. In der Ausdehnungslehre von 1862 ÏÛhrt Gral'smann unter 

18t. 227 den Nachweis, dafa ea aufser der bisher entwîckelten Addition 

keine andere Summation von Strecken und Punkten giebt, wodurch 
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Gemeinsnmes Gebiet von Elemenlen des Kanmes. Gesohichtlicho Notizen. 53 

unsere Addition als élue wirkliche Addition jener Grijfsen und nicht 
blos als eine abgektirzte Schreibart aufgefalst werden mufs, wie solches 
bei Môbius der Fall ist, 



§ 14. Anwendnng des Snmmationatheoreins der FnnktgrSfaen. 

1) Hereits drei Punkte einer geradea Linie sind voneinander ab- 
iiiirigig und uni so mehr sind solchea vier Punkte derselben. Haben 
z. B. die Punkte A, B, G und D in einer geraden Linie eine solche 
Lage, dafs die Gleichung besteht 



so sagen vrir, dafs die Strecke {B — A) durch dje Punkte C und D 
harmonisch geteilt werde. Dann wird auch die Strecke (D — C) 
durch die Punkte A und B barmoniscb geteilt. Solche vier Punkte 
heifsen barmonische Punkte, A und B t sowie G und D einander zu- 
geordnete Pnnkte. 
Es ist 



Sind A und B die beiden gegebenen konjugierten Punkte, setzen wlr 



so wird 






_1{C — 


A)-m(B-C), 


HD -A) — m(D — 2J) 


(l + m)G=lA + mB, 


(l — m)D — lA — mB, 


woraus folgt 


Cii U + »B i 


D ",—»," 


oder, wenn wir 


m:l = n setzen, 






c , é+JLg, 


»-T^r- 



Mit (I + m)G = C, lA = Â, mB = B, {l — m)D = D ergiebt sich 

C=À + B, D — À—B. 
„Liegen vier Punktgrôlsen auf einer geraden Linie, ist die eine die 
Summe von zweien, die vierte der Unterscbied dieser zwei, so sind 
ihre Grundpunkte barmoniscbe Punkte." 

2) Seien A, B, C drei die Ecken einee Dreiecks bildende Punkte 
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Kap. 1, § 11. 



und sei I) ein beliebiger Pankt in der Ebeue dièses Dreiecks 
(Pig. 12). 

ng. h. Der Punkt D lafst sien aus den Funktcn 

B A, B, C eindeutig numerisch ableiten, sind a, 

b, e die Ableitungszahlen, so îst 
$D — aA + bB + cC, s = a + b + c. (1) 
Au s dieser Gleichung folgt 
sD — (a + b)C 1 + cC = (b + c)A 1 + aA 

wenn wir setzen 

aA+bB=(a+b)Cju bB+cC-=(b + c)A u oC+a.4— (e+«)4. (3) 
Die Punkte "6^ A&ind M, Uegen auf den Seitealinien BC, CA und 
j4 B resp. des Dreiecks der Punkte A, B und (7. Nun folgt aus (2) 




PO 



D- 



( + 6)C, + 


cG 


(6 + c) J 


+ aA 


(o + 


a)B t + bB 


« + Ô + 






+ b + c 


a 


+ b + e 


"C- 


0, ™ 


y» 


I) 


-0 

- c™ 


a+b t 




D- 
A- 




1, 


D 

A, 


-A 
-A 


l+J, 




D- 


B '^ 


b 


D 


- B 


c + a 





« 



ist, woraua hervorgeht 

D — C L c D — A , = a D — B l b 

C—D === a + b' A — ï) b + e' B — D "" e + a' 

Damit sind die Verh&ltmsse bestimmt, nach welclien der Punkt I) die 
Strecken (G ~ (7,), (A - A t ) und (B — B t ) teilt. 
Ferner erhalten wir aus den Gleichungen (3) 



so dafs 



C,_^ 



b + c 

C, — _ 



B l = - 



c + a 



ist, wodurch sich ergiebt 



b + e 
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Anwenduiig des Summationstheorems der Punktgrôfeen. 55 

Dièse Relationen drHcken die Verbal tuisse aus, nach welchen die 
Punkte C u Â x und B l die Seiten (B — A), (fi— B) und (A~ C) 
des Dreiecks der Punkte A, B und C teilen. 
Aus den drei letzten Gleichungen folgt 

Oi~A. A,- B B,-G 1 
S - C, ÏÏ^At A — Si *" ' 
womit der Satz des Ceva v or uns flteht. 

Die Punkte A lf B t und C{ bestimmen ein zweites Dreieck, seine 
Seiten sied 

r jt aA + bB cO+a A 



odûr 



tb(B — A) -f 6e(JB — C) + ca(A — 0) 



o&(B- 


- A) + MO - S) + «o(0 - 


-JO 


ab(A - 


(6 + c)(« + S) 
- B) + be(<7 — B) -{- ca(^l - 


-C) 



C, - B, = 

A - c, — 

Bl ~ Al ~ (« + „)((, + C ) 

Sind die Koeffizienten a, 6 und c positîv, so liegt der Punkt D inner- 
halb des Dreiecks der Punkte A, B und C. Denn die Punkte A u J?, 
und C x miissen zufolge ihrer Gleichungen daim zwischen den Grenz- 
elementen der Strecken (C — B), (A — C) und (J5 — A) resp., also 
auf denselben liegen, der Punkt I) mufs sich nach (2) oder (4) auf 
den Strecken (C — Cj), (A — .4,) und (B — B t ) zugleich befinden, 
die im Dreieeke ABC verlaufen, mithin liegt D innerhatb dièses 
Dreïeckes. 

In déni speciellen Palle a = 6 = c = 1 ist 
ZD = A + B + C=2C l + C*=>2A 1 +A = 2B l - l -B ) 
2C X = A + B, 2A l = B+C, 2B l =C + A, 
2(C 1 —B;) = B-C, 2(A 1 ~C 1 )=C-A, 2{B l —A l ) = A-B, 
(C l -B / 1 );(B—C) = (A x ~C l ):(C-A) — (B 1 —A l ):{A-B)=U2. 
„Ziehen wir aus den Ecken eines Dreiecks nach den Mittelpunkten 
seiner, diesen Ecken gegenûber liegenden Seiten Strecken, so schneiden 
sich dièse in einem Punkte und teilen sich nach dem Verhaltnisse 
2:1, die Seiten des Dreiecks der Seitenmittelpunkte des gegebenen 
Dreiecks sind parallel zu den gegenûber liegenden Seiten des letzteren 
und halb so lang als dièse." 

Ist einer oder sind zwei der Koeffizienten a, h, c negativ, dann 
beflndet sich der Punkt D aufserhalb des Dreiecks ABC. Die Ver- 
hâltnisse der Seitenabscbnitte durch die Punkte A x , B, und C, folgen 
dann aus den vorstehenden Formeln, weim wir nur den oder die frag- 
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lichen Koeffizienten daselbst mit dem Minnszeichen einsetzea. Sînd 
aile drei Koeffizienten negatîv, dann koraraen wir auf den ersten Fat) 
zuriîck, weim wir die fur den Surnmenpunkt zunâchst sich ergebende 
Gleichung mit — 1 multiplizieren. 

3) Ist ABC (t'ig. 13) ein beliebiges Dreieck und schneidet eine 
beliebige gerade Linie seine Strecken, reap. deren 
s Verlangerungen in den Punkten A lt B l und C u 

so dlirfen wir setzen: 

(ft + c)4, =*bB + cC, (1) 

(c +a)B l = cC +aA, (2) 

, und fur den Funkt Q lassen sich die beiden Glei- 

" chungen aufstellen 

(l+u)C L = A + uB, (l + v)C, = A l + vB l . (3) 

Aus den Gleichungen (3) folgt 

G = A + »B = A t + oB l ) 

hieraus 

{A + «B)(l + .) - (A + «BJ(1 + »). 

Setzen wir in dieBe Gleichung die Werte von A x und B Y aus (1) und 
(2) ein und formen sie etwas um, so ergiebt sich 

j^{« + « + „„_ a*v)A + rjrjcu + (b + c)«v-i)B 

welche Gleichung, weil A, B und C voneinander unabhângige Grofsen 
sied, uur^dann befriedigt werden kann, wenn 
c-\-a-\-cv — auv=0, cM-f-(6+c)«f — ft = 0, c-\-a-\-(b-\-c)v=0, 
and aus diesen Relationen erhalten wir 

— -F+4' "="«• 
Mît diesem Werte von h geht die erste der Gleichuogen (3) flber in 
( a -b)C 1 = aA — bB. (4) 

Nun folgt aus (1), (2) und (4) 

A l — B e_ B,—C a^ C, — A l_ 

C- A, b ' A — B~ = c ' B— Ç a ' 

mithin ist 

A, - B B, —C Ci — A t 

C — il, A — B, B — C, ' 

welche Gleichung den Satz des Menelaus aasdriickt. 
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4) Seien B u B tl . . . B* die SeitenmittelpUDkte eines n-Ecks, A ït 
A t , . . . A n dessen Eckpunkte. — Bezeichnen wir irgend uinen Eck- 
punkt, etwa den Punkt A t durch X, dann ist 

A, — X, 

A, — 2B t —X, 

A,-2(B, -B,) +X, 

A t — 2(B, -B, +B,) -X, 

2B—i=-A,-, + A„ 

2B„ —A, +X, -4„-2(B,_,-B„_,+B._,-. +B,) + X. 
Aus der ersten Reihe von Gleichungen folgt durch deren Addition 
B, + B, + B, + ■ ■ ■ + B, - A, + A, + A t + ■ ■ ■ + A, + X. 
Nun ist n entweder eine gerade oder eine ungerade ganze Zabi. 

a) n ungerade. Daiin giebt die zweite Gleichungen rei h e 

A, + A, + A, + • . ■ + A.— S(B, + B, + B, + ■ ■ ■ + S,_,), 
und die Verkniipfung der beiden letzten Gleichungen liefert 

(X - B.) - (B, - B,) + (B, - B t ) + ■ ■ ■ + (£„_, - B„_,), 
wodurch der Punkt X und damit daa Vieleck eindeutig bestimmt iet. 

b) n gerade. In diesem Falle erbalten wir auf demselben Wfge 

(B, - B,) + (B, - B.) + • • ■ + (B,_, - B.) - , 

in welcher Gleichung der Punkt X nient enthalten ist, so dafa aeine 
Lage unbestimmt bleibt. 

,,Smd die Mittelpunkte der Seiten eines beliebigen n-Ecks von 
Ungerader Seitenzahl gegeben, so ist dasselbe dadurch vollstandig be- 
stimmt, durch deo Anfangs- oder Endpunkt irgend einer Seite, welcher 
zu den Mittelpunkten der Seiten in eindeutiger Beziehung steht, sind 
sodann Bamtliche Seiten desselben gegeben. Dahingegen bestimmen 
die Mittelpunkte der Seiten eines Vielecks von gerader Seitenzahl das- 
selbe nicht Tollstâudig, demi aie atehen in einer Zabi beziehung." 

Seien B lt JS a nnd B s die Mittelpunkte der Seiten eines Dreiecks 
und A 1 , A it A 3 deasen zu sucbenden Eckpunkte. 

Mit X= A i , Â ît A s erhallen wir 
A 1 — B l =>B 3 — B t , A i — B t = B 1 — B i , A^ — B 3 -= B. 2 - fl„ 
daher ist 

A 3 —A l =2(B a ~B s ), A i —A a ^2(B 3 ~B l ), A l —A i =2(B l — B i ). 
Die Seiten dea zu auchenden Dreiecka sind demnach daa Zweifache 



, y Google 




58 Kap. l, § H. 

der ihnen gegenilber liegenden Seiten des Dreiecks der gegebenen 
Mittelpunkte, woraus eine aehr einfache KoLetruktion desselben folgfc. 
Fur ein Fiinfeck, dessen Seiten mittel punkte B lt Ji t , . . . B b sind, 
haben wir, mit X=A 1) 

(A k - B 6 ) = (S t - B t ) + (B s - B,). 
Fi « «■_ Zeichnen wir daher (Fig. 14) C — B t — B t — B,, 

A l ~C—B t — B t , so ist A t ein Eckpunkt, 
(È x — Aj) und {A x — B $ ) je eine halbe Seite 
des Ftlnfecks, welches sieh mm leiclit vervoll- 
standigen lâfst. 

5) „Haben zwei Dreiecke ABC und A l B l C l 

A * (Fig. 15) eine solcbe Lage, data die Verbindungs- 

linien der Eckpuukte A und A lt B und B,, C und C, sicb in eiuein 

Pankte schneiden, dann liegen die Schnittpunkte der drei Paare 

jenen Ecken gegenilber liegenden Seitenlinien 

dieser Dreiecke in einer geraden Linie." 

Weil der Punkt anf drei Strahlen zugleich 
' liegt, so bestehen die Gleichungen 

= aA — a x A, =bB - b^ — cC~- c.C, , 
a — a,=b — 6, = c — c, = 1 , 
a — 6 —> a, — 6, , 
b — c = \ — c, , 
e — «. = c, — o, . 
Âus diesen Gleichungen folgi 
aA~bB=* a t A t - b,B t — (a — 6)0, = (a, — b,)C s , 
bB -cC — 6^! - CjO, = (6 - c)^ = (6, - cO-4», 
cC —aA = c l G l — a l A 1 ={c—a)B.f~(c l —a l )B tl 
und es sind offenbar die Punkte C a , A s und B % die Schnittpunkte der 
Geraden AB und ^J^, BC und ^C,, sowie CJ und O l A r 

Die Addition der vorstehenden Gleichungen giebt 
(« — b)C, +(& -c)^î +(c -o)B s — 0, (a -6) +(6 -c) +(o -a) =0, 
(a,— S,)C»+(6i-«iMi+(«i-Oi)ft-0, (ot-JO+C&i— «t)-K*i— «i)=0. 
Mithin liegen die Punkte C s , -4 2 und 2? a in einer geraden Linie. 

Za demselben Résultats konnen wir auch auf kflrzerem Wege ge- 
langen, wobei jedocli die Maafsverhâltnisse der Figur nicht zum Aus- 
druck kommen. 

Wir haben, indem wir mit Punktgrofsen rechnen, 
6 = À - i, = B - B\ = C — C, 
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ciahcr ist 




A—B=A t -B l =O t , B-C^-C^As, C-A^C 1 —A 1 ^B 3t 
woraus folgt 

6 % + À 3 + È s - o. 

Weil hiernach zwiachen diesen drei Punktgrôfaen eine Zahlbeziehung 
beatebt, go liegen sie und somit auch ibre Grundpunkte in einer gé- 
ra de n Lin îe. 

6) „Die Mittelpunkte der Diagonalen eines vollstïindigen Vierseits 
liegen in einer geraden Linie." 

Sind P, Q, B die Mittelpunkte der Diagonalen (B— A), (D — C), 
(F — E) dea vollstândigen Vierseits mit den Eck- 
** 1S ' pnnkten A, B, C, B, E, F (Fig. 16), ao haben 

wir ?. un achat 

2P^A + B, 2Q = C+D, 2B = E + F. 

Der Punkt D ist eine Vietfacbensumme der Funkte 
A, B und C, ea aei 

D = mA + nB + pC, ï» + n-fi>=l. 
Damit wird 

2Q^mA + nB+(p + 1)0. 
Fiir die Punkte E und F erbalten wir, indem sie Scbnittpunkte ge- 
gebener Geraden sind, 

E=mA + vC= B + nB = mA + {n + u)B+pC, 
F = nB +vC=uA+ D = (m + tt)A + nB + pC, 
woraua durcb Elimination Yon m und v folgt 

(m+p)E^mA+pC, (n + p)F~nB + pC. 
Dadurch geht die Gleicbung fur den Punkt B iiber in 

2 B = mA + pO . "B+pO 
m+p "r n + p ' 
oder 

9 R m(n + p)A + n(m + p ) B + [2p' + {m + «)p\G 
(m + p)(n + p) 
Beachten wir, dafs m + » -f- p = 1 ist, so konnen wir achreiben 

2(1 — m){l ~n)B=*m(l - m)A + «(1 — n)B + *>(1 + p)C, 
nnd wenn wir den obigen Wert von 2Q berucksicbtïgen, ao ergiebt sicb 
2(1 — »i)(l — *)B = mn(A + B) + 2pQ 
= 2mnP+2pQ, 



mitbin ist 

o-».)(i- 



«)B— mnP— jjÇ — 0, (1 - m)(l —») — >»»— J> = 
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Weil hiernacb die Punkte P, Q und R in einer Zahlbeziehung steheD, 
so liegen sie in einer geraden Liirie. 

7) „In jedem vollstandigen Vierseite wird jede seiner drei Diago- 
nalen durcb die beiden Eckpunkte und die Scbnittpnnkte mit den 
andefen Diagonalen batmonîsch geteilt und zwar so, data die Eck- 
punkte das eine Paar, die Schnittpunkte der Diagonalen das andere 
Paar zugeordnete Punkte sind," 

ne „ Sei ABCD (Fig. 17) das vollstSndige Vieraeit 

E mit den Diagonalen AB, CD und EF. 

a) Es sind A, B, G, H barmoniscbe Punkte. 
Der Punkt E lafst sieh ausdrucken durcb 
E = cC— aA — bB — dD. (1) 

Nu b iat 

aA + uB =- cG + vD = g G . (2) 

Entnebmen wir aue (1) die Werte von C und D 
und aetzen eie in (2) ein, so wird 

aA + uB — aA -f (l — ^)e + v~B, 
d. h. es mufs v = d and « = b sein, so dais wir baben 

aA + bB — cC + dD « 0G . (2') 

Ferner kônnen wir setzen 

6B — mC = di> — vA — /".F. 

Aus der ersten dieser Gleichungen folgt, weDn wir die Werte von C 
und D aus (1) entnehmen, 



d. h. 

u = c, v =- a, 
mithin ist 

bB - cC — dD - a A — /**. (3) 

Weiter baben wir 

6B - MJ i = E + vF — hH, 
so dafs, wenn wir in die erste dieser Gleicbungen den Wert von F 
ans (3) eiusetzen und den Wert von cC aus (1) entnebmen, 

d. b. 

womit sieh ergiebt 

IB-aA-E+fF—hS. (4) 
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Npn folgt ans (2') and (4) 

aA + b B 



G = ^ZJi± i 3=ï 



a + b 
dalier sind A, B und G, H vier harmonische Pirnkte. 

b) Ferner sind die Punkte C, D; G, K harmonisch. 
Wir haben namlich 

dD-cC~fF—E=» hK, 

K =* dI> ~ e C C = dJ + eC 
= ' d — c ' = d + c ' 

c) Endlich sind E, F; H, K harmonische Punkte. - 
Denn es ist 

„ fF + E ir _ fF~E 

Rechnen wir abgekûrzt, mit Punktgrôfaen von iinbestimmteu Gewichten, 

dann ist 

È~ Ù— À — Ê— D, G — À-\-B = C+i), 
È=B — À = Ê+ F, K=î> — G =F— Ë, 

und aus diesen Kongruenzen folgt unmittelbar, dafs A, B; G, B, 

ferner C, D; G, K und endlich E, F; S, K harmonische Punkte sind. 
8) Von einer geraden Lime seien die Punkte A und B durch die 

Gleichungen gegeben 



aA—5jaiEt, bB^^b t E t , a=~^a 



und es sei ihre Gleichung, bezogen auf die Eckpunkte des Funda- 
nientaldreiecks aufzustellen. 

Ist U ein die gerade Linie beschreibender Punkt, sa ist, weil sie 
durch A und B gebt, 

n'U—A + vB, u'=l-J-t>. 
Aus dieser Punktgleichung folgt 

u'aU=aA-{-^abB, 
oder, mit u'a = m, v-r = t, 

uU=aA + UB. 
Setzen wir in dièse Gleichung die obigen Werte von a A und hB ein 
und formen etwas nm, so ergiebt sich 

«17- (a, + b t t)E t + (a, + b,t)E, + (a, + h^, 

oder, mit ^ ■j-a i -+-a s =-a, \ + b t -+- 6 3 = b, da dann u^=a-\-bt ist, 

(a + *f)V- («, + IfiE, + («, + h.*)E, + («, + b,t)E„ 
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womit die gewftnschte Gleichung gefunden ist, die Koeffizienten der 
Fundamentalpunkte in ihr sied lineare Funktioneo einer und deraelben 
Variablen. 

Soll umgekehrt die Gleichung 

llU^ U 1 E l + HjEj + u a E 3 , m = « x + «g + h s , 
mit dem variablen Koeffizienten «*, A ■= 1, 2, 3, eine gerade Linie be- 
deuten, so mûssen dièse Koeffizienten Funktionen ersten Grades einer 
und deraelben Variablen sein. 

9) Jede Ebene ist dureb drei Punkte derselben bestimmt. — Seien 
A, B and C drei durch 

*-=* t— i <=« 

<U- 5?<hS, bB=y*hE lt cC-yjctE,, 

*— i *=i i=i 

gegebene Punkte des Raumes. Die Gleichung der durch die Punkte 
A und B gebenden geraden Linie, welche in der Ëbene der Punkte 
A, B und C liegt, ist 

V=aA + ibB, 
ferner ist die durch den Punkt W dieser Geraden, fttr welchen t einén 
bestimniten Wert hésitât, and den Punkt C laufende, ebenfalls in der 
Ebene der Punkte A, B und G liegende gerade Linie durch die Glei- 
chung gegeben 

U=aA + tbB + ucC. 
Denken wir uns mm, dais die Koeffizienten i und u réelle Zahlen 
zwischen — oo und + °° durchlaufen, so stellt die letzte Gleichung 
eine Schaar von geraden Linien dar, welche aile durch den Punkt C 
gehen, ein Strahlenbiïschel mit dem Zentrum C, und in der Ebene der 
Punkte A, B, G liegen, so dafs dièses Strahlenbûschel dièse Ebene 
ausmacht. Mithin ist die vorstehende Gleichung eine Punktgleichung 
dieser Ebene. Setzen wir in Bie die Werte der gegebenen Punkt- 
grofsen, so ergiebt sîch als allgemeine Punktgleichung einer Ebene 



V = 2(a k + ht-\-c k u)E tt 



es sind in ihr die Koeffizienten der Fundamentalpunkte liueare Funk- 
tionen zweier voneinander unabhangigen Variablen. 
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Zweites Kapitel. 
Der Drehuiigsfaktor. 

§ 1. Begriff des Winkels. 

Die Bewegung vOii Strecken war bisher eine translatons clic, 
durch ihre Parallelverschiebung gelangten wir zu dem Begriffe der . 
Summe von Strecken. Di e einfachate Bewegung iat die Rotation , die 
Drehung um einen Punkt, wenn aie die Bewegung in einer Ebene, 
oder um eine Axe, wenn sie ein râumliches System betrifft. Die 
Translation iat nur ein apezieller Fall der Rotation, namlich die 
Drehung um einen unendlich fernen Punkt, oder diejenige um eine 
unendlich ferne Axe. Dreht sien eine gerade Linie um einen ihrer 
Punkte, ao besebreibt sie das, was wir einen Winkel nennen, voraus- 
gesetzt, dafs dièse Drehung in einer Ebene etattfindet. 

Der Winkel ist der Richtungsunterschied einer geraden Linie in 
ihrer Anfangs- und ihrer Endlage, wenn dièse Gerade in einer Ebene 
um einen ihrer Punkte sich dreht, es kommt ihui die Eigenschaft der 
Grôfse zu. 

Um die Vieldeutigkeit eînes Winkels zu beseitigen, setzen wir vffe t 
fest, dafs der von einer geraden Linie besebriebene Winkel. der ; <£, >y 
RichtnngaunterBchied des poaitdven Teilea der Geraden in ihrer End- ' **¥* 
lage und deaseiben Teilea der Geraden in ihrer Anfangslage sei. 

Unter dem Winkel zweier aich schneidenden geraden Linien ver- 
atehen wir den Teil der durch sie bestimmten Ebene, welchen die 
eine Gerade als die erate beschreibt, wenn sie sich um den Schnitt- 
punkt beider Geraden so aua ihrer Lage dreht, dafs die Punkte ihres 
positiven Teilea sich nach den Punkten des positiven Teiles der 
zweiten Geraden bewegen, ohne dafs sie die Punkte des negativen 
Teiles der zweiten Geraden passieren, und achlîefclich die positiven 
Teile beider geraden Linien zuaammenfallen. 

Dreht sich eine gerade Linie um einen ihrer Punkte in einer 
Ebene, welcher stets mit ein und demselben Punkte der Ebene zu- 
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sammenfâllt, so beschreibt jeder andere Punkt dieser Linie ein System 
erster Stufe, eine Kurve. welches die Eigentilmlichkei't beaitzt, dafs 
aile seine Funkte von dem f'esten Punkte um Strecken gloicher Lange 
abweicben, dafs die Kurve sich schliefst, wenn die Gerade eine voile 
Umdrehung gemacht hat. Ein solches Punktsystem nennen wir eine 
Kreislinie, den festen Funkt ihren Mittelpunkt, den Âbstand irgend 
eines seinet Elemente vom festen Punkte Halbmesser oder Radias. 
Wegen der eben genannten karakteristischen Eigenschaft einer Kreis- 
linie Bi'nd aile Kreislinien âhnliche Kurven. 

Sind [>! und </ a zwei im Punkte sicb scbneidende gerade Linien, 
welche eine Ebene bestimmen, so kann eine Gerade y aus der Lage y 1 
in die Lage g % anf doppelte Weise durcb Drehung um den Punkt 
; goi k/-**^ ûbergefuhrt werden. Entweder kann die Gerade g den Winkel der 
Geraden g, und g t beschreiben, oder sie kann sich so drehen, voraus- 
geBetzt, dais anfangs ihr positiver Teil mit dem positiven Tuile von g, 
zusammenfalle, dafs ihr positiver Teil die negativen Telle der Geraden y 2 
und y 1 passiert, ehe er mit dem positiven Teile von y a zus&mmenfâllt, 
alsdann ist die Drebung entgegengesetzten Sinnes wie vorber, aber 
auch der beschriebene Winkel ist ein anderer denn vorber. Setzen 
wir die erste Drehung als im positiven Sinne erfolgend fest, so ist 
die zweite Drehung wegen ihres entgegengesetzten Sinnes ala eine 
négative aufzufassen. 

Der Schnittpunkt zweier geraden Linien bedingt nur ibre Lage, 
denn wenn g x durch Richtungsânderung aus der Lage y, in die Lage g % 
ithergegaugen ist, so ist ihre neue Lage nur von dem Punkte ab- 
hângig. Durch gleieh grofse Richtungsanderungen oder Drehungen 
einer geraden Linie um verschiedene ibrer Punkte entstehen nur 
gleichgerichtete gerade Linien, so dafs, wenn zwei gerade Linien 
gegen eine dritte gerade Linie gleiche Richtungsunterschiede besitzen, 
die beiden erateren gleiche Richtungen haben, und umgekehrt. 

§ 2. Das analytisohe Maafs eines Winkels, 



GewÔhnlich messen wir einen Winkel durch die Lange des Bogens 
eines Ereises vom Halbmesser Eins, dessen Mittelpunkt mit dem Schnitt- 
punkte seiner Schenkel zusammenfâllt, welcher Bogen durch die posi- 
tiven Teile der den Winkel begreuzenden Geraden aus dem Ereise 
geschnitten wird, oder mittelst des bekannten Winkelmaafses durch 
Grade, Minuten und Sekunden. 

Fur uns handelt es sich d'arum, ein analytisches Maafs festzusetzen, 
durch welches die Rotation zum Ausdmck gebracht wird. 
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Drelit sich eine gerade Linie in einer Ebene fortwâhrend in dem- 
selben Sinne um einen Punkt in ihr, dann nimmt sie naeh und naeh 
aile moglichen Richtungen in der Ebene an und kehrt, wenn sich eine 
voile Umdrehung vollzogen bat, wieder in ilire Anfangslage zarûck. 
Denken wir uns auf einer um den Funkt in ihr rotierenden Geraden 
eine feste Strecke OA = a, positÎY in positivem Sinne der Geraden, 
OA aïs Anfangslage der Geraden, dann fallt naeh einer vollen Um- 
drehung a wieder mit OA znsammen, wodurch wir filr dièse Drehung 
haben 

a = a, oder (-J- l)a = a, 

so dafs eine ganze Umdrehung durch den Faktor (+ 1) ausgedruckt 
werden kami. 

Naeh einer gewissen Rotation der Geraden gelangt die Strecke OA 
in die ihr entgegengesetzten Lage OA x (Fig. 18), 
so dafs — OA = CM,, oder 

ist Der Faktor ( — 1) drûekt dabei aua, dafs 
die Strecke, resp. die Gerade durch Drehung in 
die entgegengesetzte Lage gebracbt wordeu sei, 

und der dieser Rotation entsprechende Winkel wird ein gestreckter 

Winkel genannt. 
Nun ist aher 

(-i)K- 1)«}-(- «■«-., 

daher fûhrt eine weitere gleichgrofse Rotation die Gerade in ihre ur- 
spriingliche Lage zurfick, woraus folgt, dafs der gestreckte Winkel die 
Halfte eines gescblossenen Winkels ist. 

Sei x der unbekannte Faktor, welcher die Strecke a um ihr An- 
fangselement aus ihrer Anfangslage durch die Hâlfte eines gestreckten 
Winkels in die Lage j3 dreht. Dann mussen die Gleichungen bestehen 



— a, *■ — — !, 



X 



woraus folgt 






x(xa) 


= — a, 


aJ„ a 


so dafs der unbekannte Faktor 


ist. Demnach ist 


X 


=V=ï- 




ia — fi, 


•;-?«- 


*(-«)- 


= i*(} = - 


fi, i(-fi 


i.-t 


t»« — - 


-a, i 8 a = 


Kraft, AbrilS des geoi 


etc. KalkillB. 
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Die Multiplikation einer Strecke, resp. einer geraden 
Linie mit dem Faktor i = |/ — 1 drfickt aus, dafs dieselfae 
ans einer Anfangarichtung in positivem Sinne nm ihr An- 
fangselement, resp. einen ihrer Punkte in eine Richtung zu 
drehen sei, welcher die Hâlfte einea geatreckten, der vierte 
Teil einee vollen, d. h. ein r éditer Winkel entapricht, 
dessen Schenkel aenkrecht oder normal zu einander aeien, 
wie wir zu sagen pflegen. 

Den rechten Winkel brancben wir als das Maafs aller Drehungen, 
ao dafs die Zahl i als das Maafs fur die Richtnngaanderung einer 
geraden Linie in dem als positiv festgesetzten Drehungaainn fîir einen 
rechten Winkel gilt. 

Rotiert eine Strecke um ihr Anfangselement aus der Lage a in 
die Lage y um m rechte Winkel, unter m eine positive ganze Zahl 
verstanden, so ist nach dem Vorigen 



Dreht sic h nun eine Strecke um ihr Anfangselement aus der 
Lage a in die beliebige Lage y und ist dièse Rotation gleich dem 
mfachen eines rechten Winkels, wobei m irgend eine réelle Zahl be- 
deutet, so drûckt die vorstehende Gleichung ebenfalls dièse Rotation 
aus. Deshalb nennen wir den Paktor i m den Drehungsfaktor. 

Measen wir den Winkel in der vorhin beregten Weise durch die 
Lange eines Ereisbogens und bezeichnen wir dieaelbe mit tt>, so ist 
m = m : 7B = 2lD : a, wodurch wir schreiben diirfen 

Ans dieser Gleichung folgt 

^_i-_j™ (2 ) 

Der Quotient aus zwei Einheitsstrecken, reap. zwei 
Richtungen ist gleich dem durch sie bestimmten Drehfaktor. 

Nehmeii wir y ala die erste, a ala die zweite Strecke, resp. 
Gerade, dann entatebt der von beiden eingeschlossene Winkel in ent- 
gegengesetztem Sinne, wie vorher, es ist 
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Anwendang des Drehfaktora. 
Mit m = ergiebt sich aus (1) und (2) 



;"a => a, — = 



Der Quotient' ans zwei gleichartigen Einheitsstrecken 
oder Richtungen ist âquivalent der absolnten Einheit. 



§ 3. Anwendong lies Drehfaktora. 

1) Dreht sich eine gerade Linie in einer Ebene uni ihreu Puiikt 
zuerst diircli den Winkel m, sodann durch tien Winkel n, ist p der 
durch dièse beiden aufeinander folgenden Drehungen erzeugte Winkel, 
a die Einheitastrecke der Geraden in ihrer Anfaugslage, /S dieselbe, 
nachdem der Winkel m erzengt worden ist, y die Einheitastrecke der 
Geraden in ihrer Endlage, so haben wir 

dater ist 



-i- = f*+* = îp, p = m -\- n. 

Mit m = n ist (t die Mittelriehtung der Geraden a und y, fiir 
die Halbierungslinie des Winkels p = 2wt besteht die Relation 



Dièse Beziehangen bleiben bestehen, wenn die Drehungen der 
geraden Linie um Terschiedene ihrer Punkte erfolgen. 

Sind 0„ S und O s (Fig. 19) die Eckpunkte 
eines Dreiecks, «, j3 und y die Einheitsstrecken seiner 
Seiten (0 3 — 0,), (O a — 0,) und (O t — S ) resp., ist 

A-,-» i«* t.* - 



„Die Summe aus je zwei Innenwinkèln eines Dreiecks ist gleîch 
dem gegenûberliegenden Aufiienwinkel dièses Dreiecks." 
Mit p -+• q = 2 ergiebt sich weiter 

»» + « + 2 = 2. 

„Die Summe der Innenwinkel eines Dreiecks ist zwei rechten 
Winkeln gleich." 
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2) Eine Strecke (.B — A) drebe sicb in einer Ebene um eioen 
Punkt dieser Ebene aufserbalb ibr und sie komme dadnrch in die 
Lage (B t - A t ) (Fig. 20). 

Es ist immer 

(B — A) - (B - 0) - (4 - 0). 

Ist LUE 

*>(£ — 0) = (B, — 0) , *»(4 - 0) = (A, - 0) , 
so folgt 

i^(B — A) = (B 1 -A l ), 
woraus hervorgeht, dafs die Ricbtungen der Strecke in ibrer Anfangs- 
und ihret Endlage einen, dem Rotationswinkel gleichen Winkel dann 
mit einander einschliefsen, dafs die Seiten 
eiuus Dreiecks, wenn es sicb um einen seiner 
Eckpunkte dreht, gleicbe Winkel beschreiben. 
3) Ein Dreieck aei in seiner Ebene aus 
der Lage ABC in die Lage A&Q (Fig. 20) 
ûbergegangen. 
Dann ist 

(B t — AJ~*t*(B-A), 
(C l -A 1 ) = i"(C--A) t 

CQ-b,) — **(0— B). 

Nun lâfst sich die letzte Relation scbreiben 

(0, - Ai —B t + A L ) = i»(C-A-B + A), 
raitliin irnifs sein 

t»(C — A) — i»(B - A) — i'(C - A) — iP(B ~A), 
oder 

(,■» _ ,'j.)(C — .4) + fi" - i ffl ) (5 — A) — , 

welche Gleicbung nur dann besteben kann, -wenn 

ist, so dafs die Ricbtungalinien der bomologen Dreîecksseiten den 
nâmlicben Winkel mit einander einscbliefsen, jede Dreiecksseite um 
denselben Winkel sicb gedrebt bat. 

Ist nun zunacbst ein beliebiger Punkt der Ebene, dann haben 
wir die Gleichungen 
(B-A) _(£-0)- 
(*,- A,) -(11,-0)- 
folglicb ist 

(2), - 0) - (A 

(C,-0)-(B, 



-0), (0- 
-0), (C,- 



.£) _(C— 0)-(B -0), 
■ B,) — (Q-0) — (B,— 0), 



- 0) — <-(£- 0) - i-(A - 0), 

- 0) - C(C — 0) — i"(B — 0). 
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Anwendung des Drehf&ktors. 
Wâhlen wir jetzt den Funkt sr>, dafs 



wird, wodurcb der Punkt eindeutig beatimmt ist, dann ist auch 
(B, — 0) = i™(B — 0), (C 1 - 0) — i*(G — G). 

Das Dreieck lâfst sich demnacb aus der Lage ABC in die Lage 
A l B 1 C 1 durch Rotation um den Punkt seiner Ebene tlberfQhren. 
Der Drebpunkt fiillt mit dem Sclmittpunkte der in den Mitten der 
VerbindungBstrecken der bomologen Ecken der Dreiecke ABC and 
A t B,C l erriebteten Normalen zusammen. 

In seiner Raumlehre (B. G. Tenbner, 1872 und 1875) hat V. Scblegel 
zuerst gezeigt, welchen Wert der Begriff des Drehfaktora fUr die Géo- 
métrie bat, fur die Mecbanik ist er Ton besonderem Nutzen. In dein 
eben genannten Bûche findet der Léser weitere Beispiele zur Obung, 
worauf besonders verwiesen wird. 



iby Google 



Drittes Kapitel. 
Die âufsere Multiulikatinn von Strecken und von Fnnkten. 

Erster Abschnitt. 
Die anXsere Multiplikation von Strecken.. 

§ 1. Das aufaere Produkt aua ewei Strecken. 

Zwei sich schneidende gerade -Linien bestimmen eine Ebene. Be- 
wegen sich die Punkte der einen geraden Linie parallel der anderen, 
als fest angesehenen geraden Linie in doppeltem Sinne, so erzeugt sie 
dièse Ebene, und weil jede der beiden geraden Linien als die feste 
gewâhlt werden kann, 80 ist in zweifacher Weise durch Parallel- 
bewegung die Ebene erzeugbar. Drebt sich eine durch den Schnitt- 
punkt der beiden geraden Linien gebende dritte gerade Linie in der 
Ebene der beiden erBteren utn diesen Ptinkt in deinselben Sinne, bis 
sie wieder in ihre Anfangslage zurûckkehrt, so beschreibt sie die ganze 
Ebene, und dasselbe gescbiebt aucb dureh eine voile Umdrehung der 
dritten Geraden um denselben Punkt in entgegengesetztem Sinne, wo- 
dureh mit Riicksicht auf Rotation die Ebene als in positivem oder 
negativem Sinne erzeugt erscheint. 

Bewegt sich eine Strecke so, date aile ihre Punkte gleiche Strecken 
beschreiben, dann entsteht ein ebener, allseitig von Strecken begrenzter 
Flacbenraum, dessen Grenzen besitzen in ihrer Gesamtheit die Geatalt 
eines Parallélogramme oder Spatheckes, das Gebilde selbst ist ein voll- 
standig begrenztes System zweiter Stnfe, eine Grofse. Dreht sich in 
einer Ebene eiue Strecke um ihr Anfangselement in demselben Sinne, 
bis sie wieder in ihre Anfangslage zurilckkebrt, ao bescbreibt sie ein 
vollstandig begrenztes System zweiter Stufe, nSmlich eine Kreisflâche, 
dasselbe geschieht, wenn sie um ihr Anfangselement eine voile Rotation 
in entgegengesetztem Sinne macbt. Dreht sich eine Strecke uni ihr 
Anfangselement in eiuer Ebene dureb einen bestimmten Winkel, 
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welcher kleiner aïs ein voiler Winkel ist, so erzeugt sie einen Teil 
einer Kreisflache, je nachdem die Rotation dabei in positivem oder 
negativem Sinne erfolgte, ist dieser KreisauBschnitt aïs in positivem 
oder negativem Sinne entstanden anzusehen. Ein in einem solchen 
Kreisaussehnitte liegendea Spatheck ala Teil desselben hat demnach 
ebenfalls zweierlei Entstehungasinn. 

Seien (Fig. 21, a, b) zwei mit Riicksicht auf ihren Entstehunga- 
sinn entgegengesetzt gleiche Kreisaussehnitte OPQ und O l P l Q i ge- 
geben, ffir welche (P, - 0.) « (Ç — 0), (&- OJ — (P — 0), 

(Q-o)-i>»(p~o), (e 1 -o 1 )=*--(P 1 -o I )-=.— (g— G) ist, 

Fia 2i so dafs, wenn wir dem crsten 

Kreisaussehnitte positiven 

Entstehungasinn beilegen, der 
zweite in negativem Sinne 
entstanden erscheint. Seien 
ferner OABC und 0&A& 
zwei in diesen Kreieausscknit- 
ten liegende Spathecke von 
gIeicherGestaltundGrofse,(4-0)=(S-C) = (C 1 -0 I )=CA--Si)=a, 
(B — A) =» (C — 0) — (B, — OJ = {A, — C,) =■ 0, so erscheinen dièse 
als Teile der beiden Kreisaussehnitte ebenfalls von entgegengesetztem 
Entstehungasinn, wodurch alleih sie sich von einander untersebeiden. 
Besehreibt ein von ausgehender Punkt die Strecken (A — 0) 
und (B — A) nacheinander, so giebt sein Gesamtbewegungssinn den 
Entstehungasinn des Parallélogrammes OABC, und erzeugt ein von 0, 
ausgehender Punkt nacheinander die Strecken (Bj — 0[) und (A l — B t ), 
so reprâaentiert sein Gesanitbewegungssinn den Entstehungssinn des 
Parallélogrammes O l B 1 A 1 G l . 

Das Parallelogramm OABC kônnen wir uns auch so entstanden 
denken, dafs die Gerade OP um ihren Punkt im Sinne des Pfeiles 
durch den Winkel m rotiert, wodurch sie in die Lage OQ gelangt, und 
dabei ein variabler Punkt auf ihr zuerst die Strecke (B — A), sodaun 
die Strecke (G — B) besehreibt. Entspreehendes gilt fur die Ent- 
atehung des Parallélogrammes O l B l A 1 C l . 

Die Entstehung der Fliiche eines Parallélogrammes, welchea durch 
zwei in eiuer seiner Eckeri zusammenstofsenden Seiten a und fl voll- 
stàndig bestimmt ist, reap. der beiden Spathecke OABC uni O l B 1 A l C 1 
lafst sich aber auch noch anders auffassen. Bewegt sich die Strecke 
(C - 0) — § so, dafs aile ihre Punkte Strecken (A — 0) — a be- 
achreiben, dann gelangt sie aua der Lage (C — 0) in die Lage (B — A) =*$ 
und erzeugt ao die Parai lelogrammflàehe OABC, indem die Endeleroente 
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der Strecke fi in alleu ihren Lagen zwischen (C — 0) und (B — A) 
die Strecke (B — C) = a ausmachen. Sehen wir dagegen (B l — 0,) = fi 
als fest an, verschieben wir die Strecke (C t — 0,) = « so parallel mit 
8ich selbst, dafs ihr Anfangselement die Strecke {B 1 — 0,) «= fi durch- 
lauft, dann ist ilire Endlage (A, — ii,) = a und aie hat dadurch das 
Spatheck 1 B l A 1 C l beschrieben. Im ersten Falle ist der Sinn der 
Entstehung der Flâche derjenïge von (A — 0) und (B — A) zu- 
Bammengenommen, im zweiten von {B, — OJ und (J 1 — B,) zn- 
sammengenommen, wodurcb das zweite Parallelogramm als im ent- 
gegengesetzten Sinne wie das erste erzeugt erscheînt, so dafa, wenii 
wir den Eutatebungsainn der ersten Flâche als positiv annehmen, der- 
jenïge der zweiten als negativ aufzufassen ist. 

Weil das Parallelogramm OABC dureh die Strecken (A — 0) = a 
und (B — A) ■= fi vollstândig beatimmt ist, eo wird eine gewisse Ver- 
knûpfung der Strecken a und fi dessen Flâche mit Rûcksieht auf ihren 
Entstehungssinn ausdrucken. 

Lassen wir, indem wir als allgemeïnes YerknîlpfungBzeichen das 
Zeichen o wâhlen, a o fi die in positivem Sinne entstaudene Spatheck- 
ââche OABC bedeuten, so ist offenbar mit fi o a dieselbe Flâche, aber 
mit entgegengesetztem, mit negativem Entstehungssinn gegeben. Fiir 
unsere Verkntipfimg haben wir mithin als erstes Gesetz 

(■»»--»«)■ o) 

Aus dieser Gleichung folgt 

(«o/ï) + ÛSo«) = 0. 

Mit fi =• ma erhalten wir hieraus, weil die Multiplifeation einer Strecke 

mit einer Zabi den Karakter der ereteren irieht andert, 

2(a orna) = 0, 
n» 22. oder 

(«o««)-0, (2) 

was das Verschwinden des Ergebnisses 

der Verknûpfung bedeutet , wenn ibre 

Glieder gleichartig , wenn a und fi 

parallel aind. Uberdies erkennen wir, 

dafs wenn fi = nta ist, die Flâche des 

und fi verschwindet, weshalb auch aus 

) zu Recht bestehen mufs. 

. An-iA, (Fig. 22) 




Spatheckes der Strecken 
diesem Grunde die Gleichung ( 

Sei in dem ebenen Polygone A A, A % . 
Â~A„ = ~ÂÂ 1 + A~ÏÂ\ + IJJg -f- ■ 



oder 



■ + A„-,A n 



% = a t + « 8 



+ «.. 
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Lassen wir dièses geschlossene Polygon in seiuer Ebene uni die 
Strecke AB ~ fi t r^nsliere n, wodurch es in die Lage BB X B% . . . . C 
gelangt, dann beschreiben seine siimtlichen Seiten Spathecke, welche 
aile teilweise durch Strecken fi begrenzt sind, und es ist 
«,.(l + ^o/) + ... + «,o(l_«o(l = («, + « 1 + ... + «.)o/i,| 
t o «,+ f o «, + ••• + fi o «,- /) o „_ ,8 o («, + «, + •• + «,), (S) 
)«-(«, + »,+ ■ -+«.))o/i_0. I 

Ans diesen Gleichungen resuitiert der Satz: 

Bewegt si e h eine Strecke in einer Ebene zwischen zwei 
festen parallelen Geraden in der Weise fort, dafs sie an- 
fangs in der einen, zuletzt in der anderen liegt und in alleu 
ihren Lagen die gleiche Richtung besitzt, dann ist der da- 
durch erzeugte FlEchenraum stets gleich grofs, anf welchem 
geradeny gebrochenen oder krummlinigen Wege die Elé- 
ments der Strecke sich dahin auch bewegt haben mogen, so- 
bald nu r der angenommene Entstehungssinn festgehalten 
wird, Bewegen aicb in einer Ebene die samtlichen Punkte 
einer geschlossenen Figur in parallelen geraden Linien, so 
ist der durch dièse Figur erzeugte Flâclienrauru stets 
gleich Null. 

Mit a = a l -J- mfi erhalten wir 

a o fi = (a, + mfi) o fi = k 1 o fi + mfi o fi, 
aber mfi © fi verschwmdet, folglich ist 

a o fi = a x o fi. 

Spathecke zwischen zwei parallelen Geraden mit 
gleichen Seiten auf diesen Geraden sind flâchengleich. 

Nach den Gleichungen (1), (2) und (3) besitzt unsere Ver- 
kniipfung folgende Eigenschaften. Die Glieder der Verkniipfung sind 
nur mit Zeichenwechsel gegenseitig vertauachbar, wenn das Ergebnis 
sich nicht ândern soi). Das Ergebnis der Verkniipfung verschwindet, 
wenn ibre beiden Glieder gleicbartig (parallel) sind. Die Verkniipfung 
ist Tollkommen distributiv. Demnacb ist die Verkniipfung eine niulti- 
plikative. 

Dièse Multiplikation drilcken wir durch blofses Aneinanderschreiben 
der Faktoren des Produktes aus, so dafs wir haben 
afi « — fia, ma ■ a = 0, 
afi + ay = tt(fi + y), fia + ya = (fi + y)a. 
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Das Produk tji/? ""° rifln Ptr'"' lr ''n^g_Mn!i-4- J i eDneii wir e in au fserea. 
Produkt, weil daagfijta ni"- df^n^gelien den Wett h at, wenn seine 
FaEtoren aùTSîïeinander__lifigeii, wenn aie ungleichartige StrecSèn, 
wenn sie nicht einer Geraden parallel sind. 

Das âufsere Produkt aus zwei Strecken i st gleich der 
F lâche des durch dièse Strecken bestimmten Parallélo- 
grammes mit Rflcksicht auf ihren Entstehungssinn, es ver- 
schwindet, wenn seine Faktoren gleichartige Strecken sind. 
Die Faktoren ein es sol eh en Produktes ko nu en nur mit 
Zeichenwecheel bei Feethaltung des Ergebnisses vertauscht 
werden. Besitzen zwei oder mehrere âufsere Produkte aus 
je zwei Strecken einen gemeinsamen Faktor, so ist die 
Summe dieser Produkte gleich dem Produkte ans der 
Summe der nient gemeinschaftlichen Faktoren und dem ge- 
meinscbaftliclien Faktor, vorausgesetzt, dafs in den Partial- 
produkten der gemeinschaftliche Faktor die zweito Stelle 
einnimmt, oder auf dieselbe gebracht worden ist. 

Das anfaere Produkt aus zwei Strecken ist eine Grôfse 
zweiter Stufe. 

Ist a = «!«! + «,£, , =■ 6,s, -f- ^th> so ergiebt sich 
a/î = («,£, + «!»»)(*!*, + Mî) 

= a 1 b 1 î 1 E 1 -j- fi,ii, £ i! £ 1 -J- a l b 3 s l E a -\- a a b. i s s E. il 
aber e 1 s 1 = s t e t = 0, £ 2 e, = — b 1 î 1 , mit Lin wird 
a/3 = (fli^f — «a&i) £ i f »' 
Sind a/î und yS zwei Spatheckflïchen, oder âufsere Strecken- 
produkte und bestebt zwischen ihnen die Gleichung 

a(i = myd, (4) 

danu fragt es sich, uuter welchen Verhâltnissen dièse Gleichung 
- richtig ist. 

lat e eine znr Ebene von (a/î) nicht parallèle Strecke, so dïïrfen 
wir setzen 

y = Cl a + Cg/Î + c 3 £, * == d v a + d s p + d 3 i, 
woîiiît wir erbalten 

yS = (c,« + c s p + Cj £ )K« + rf si 3 + d t e). 
Fûhren wir die Multiplikation auf der rechten Seite dieser Gleichung 
aus und ordnen wir hierauf die resultierenden Glieder nach den 
Streckenprodukten, so ergiebt sich 

yS = (c^ — Cîd.Jap + (Cg(£, — c 8 rf s )(Î6 -f (e,**, — c,rf 3 )£a. 
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Nun miissen wir wegen (4) haben 

a/3 — m {(c,<^ — <V*,)«P + (c s d 3 — c^d^fie -f (^d, — c,d 3 )ea} , 
Aber dièse Gleichung kann Dur dann befriedigt werden, wenn 

1 = m(c,(? s — «s<îi)> Cb<?8 — c a^s ~ Pj ^î — c i^s i= 0) 
denn 0s und ea sind nicht Vielfache von «0. Die beiden letzten 
Bedingnngen geben 

c 3 = d 3 _ 0. 
Daher mofs 

Y = Cl a-\- e s fi, H — <?,« + (7,0 

sein, d. h. y und 5 miissen zu der Ebene von (<*/() parallel sein, alao 
uiussen (afi) und (yd) in parallelen Ebenen liegeu. 

Zwei Spath ecke sind nur dann e mander gleich, wenn 
aie in derselben Ebene oder in parallelen Ebenen liegen, 
gleiche Ausdehnungen und denaelben Entstehungaainn be- 
sitzen. 

Spathecke in parallelen Ebenen heifsen gleichartige Spathecke. 
Begteht die Gleichung 

" + H-7 
und multiplizieren wir sie der Reine nach mit a, fi and y, so er- 
gîebt sic h 

afi = ay , fia = fiy , ya + y fi = 0, 
d. h. 

afi = yfi — uy. 

Die (iber einer Diagonalen und je der Seite eines 
Parallélogrammes konstruierten Parallélogramme sind mit 
diesem Parallélogramme flâchengleicb. 

Es ist 
m(afi) = mafi =- (ma) fi - - mfie (mfi)a = «(mft. 

Multiplikation eines âufseren Produktea ans zwei 
Strecken mit einer reellen Zahl ist Vervielfachung eines 
der Paktoren dea Produktea mit dieser Zahl. 



§ 2. Anwenânng des îiuisereii Produktea aus zwei Strecken. 

1) Jede der zwei Diagonalen eines Parallélogrammes zerlegt das- 
selbe in zwei kongruente, also auch in zwei flâcbengleiche Dreiecke. 
Denn wenn wir das eine dieser Dreiecke uni den einen Endpunkt der 
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Diagonale durch einen gestreckten Winkel drehen, ao ergeben sich 
zwei in allen Teilen iibereinstimmende Dreiecke. Ist nun OAB ein 
Dreieck, (A — 0) = a, (B — A) — /î, bo ist sein Flâchenraum, wenn 
wir denselben mit g bezeichnen, 

d-~(.A-0)(.B-A)-±*l>. 

2) Der Flâchenraum einea Dreiecks sei durch die Trâger seiner 
Eekpunkte auszudrflcken , wenn der Beziehuiigspunkt jn der Ebene 
des Dreiecks liegt. 

Es sei ABC daB Dreieck, der Beziehungspunkt, (A — 0) ■= a 
(B — 0) = p, (C— 0) = y (Pig. 23), dann ist 

2g - (B - A)(C- A)~((i- a)(y - a), 
2g - (iy - ay - fia - afi + p> + y«. - 
3) Ermittelimg des Fliichenraumes eines be- 
liebigen ebenen Funfecks, wenn die Trâger seiner 
Eekpunkte bezflglich eines beliebigen Punktes seiner 
Ebene gegeben sind. 
Es sei ABCDE das Ffinfeck (Fig. 24), bezflglich des Punktes 
seien a, {i, y, S, e die Trâger der Punkte A, B, 0, B, E resp. £ aer 
Trâger eines beliebigen in der F lâche des Vieleckes gelegenen 
Punktes Z. Die Verbindungsstrecken des Punktes Z mit den Ecken 
des Funfecks zerlegen letzteres in runf Dreiecke, deren Flâchensumme 
die Flache des FûnfeckB ausmacht Nun ist, indem wir jedem dieser 
Dreiecke den sel b en Erjtstehungssinn zuschreiben, 

2 A Z,f.B = «/» + ££ + £«, 
2AZBC D 0j,-fj.£+ 0, 
2AZCD = y â + âÇ+ty, 

2AZDE=$ê + et + tô, 
2AZEA =£« + «£+££, 

und die Summc der linkeii Seïfcen dieser Gleichungen 
macht den doppelten Flâchenraum des Funfecks 

aus. Mithïn ist, wenn wir den Flâchenraum des Feldes mit g be- 
zeichnen, 

2g — af + fy + y4 + ». + .«. 
Daraus lâfst sich unmittelbar auf die entsprechende Flâchenformel fur 
jedwedes Viekeck schliefsen. 

4) Gegeben sei ein Spatheck (a/?). Dasselbe soll in ein flâchen- 
gleiches Spatheck verwandelt werden, dessen Seiten mit denen des ge- 
gebenen Spatheckes parallel sind und von welchem eine Seite bekannt ist 




iby Google 



Anwendnng des iuifseron Prodaktea ans zwei Strecken, 



77 




Seien «, und 0, die Seiten des zu konstruierenden Spatheckes, 
dann mufs, weil Flaehengleiehheit beider Spatbecke bestehen soll, zu- 
nâchst sein 

Siud nun a und a lt fi und 0, gleichartige Strecken, ao iat 

«i(A + «) = (« + ft)0 , oder (« + ftK + (« + A)/ï - 0, 

d.h. (« + ft)(«i + W-o, 

folglich miissen (a + 0,) und (a, + /3) parallèle Strecken sein. 

Sind die Seiten des gegebenen Spatheekea OABC (Fig. 25) 
(^4 — 0) = a, (B — A) = /ï und iat a, die bekannte Seite des zu 
suchenden Parallélogrammes, so zeicbnen wir 

(A t — 0) — o, , 
<D - 0) = (4 - 0) + (.B - .4) - (A - 0) + (2> — .4.) = a, + /S, 
na as welche. Streeke, resp. deren Verlângerung, die 

Strecke (B — A), resp. deren Verlângerung, im 
Punkte E schneidet, alsdann mufs mit CD — A) 
die Strecke (a -f- §,) zusammenfallen , {E — 0) 
= (a + ft) sein, mitbin ist (E — A) =■ p* t . Ziehen 
wir jetzt durch £ die Parallèle zu a, = (-4j — 0), 
welcbe (D — A t ) und (C — 0) in den Punkten 
Jî 1 und C\ resp. schneidet, so ist die Figur OA 1 B s C 1 das gewfinschte 
Spatbeck. 

Fig. aa. 5) „Konstruieren wir uber den Seiten AC 

J - { . und BG eines Dreiecks 4-BC (Fig. 26) irgend 

zwei Parallélogramme AGDE und CBFG, 

deren verlangerten Seiten £J> und .FG sicb 

in einem Punkte H schneiden, hierauf mit A B 

und CH das Parallelogramm ABJK, wobei 

wegen ÏÏJ = A~K = CH die Punkte J und E 

A s mit den Geraden FM und EH zusammenfallen 

uiûssen, so ist die Summe der beiden ersten Parallélogramme gleich 

dem letuten Parallélogramme (Satz des Pappua)." 

Setzen wir À~Q=a, ÔB = /3, CD = y, BF<=S, CH=BJ=e, 
dann iat 

ay ■= as, £# = 08, 
«,. + /!» -«. + <!< -(« + ««, 
-d. h. # 40D£ + # OS^G — # ABJK. 

6) Bestebt die Gleichung 

(A — 0) + (B- 0) — (0—0), o&n « + S — y, 
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iat M ein beliebiger Punkt: in der Ebene des Parallélogrammes 
AOCB, (M— 0) = A, so liaben wir 

X(a + /î) = Xy, oder i.a + Ifi — Xy, 
welche Gleichung den Satz ausdrflckt: 

„Die algebraiscbe Summe der Produite zweier gleichpoliger Strecken 
in Beziebung auf irgend eiiien Punkt der Ebene dieser Strecken ist 
gleicb dem Produkte der Summe dieser Strecken bezfiglich desaelben 
Punktes. Liegt dieser Punkt aufserhalb des Scheitelwinkelraumes der 
Posten der S uni m en strecke, welcher die letztere entbâlt, so ist die 
Summe der Produkte der Posten, liegt er innerhalb dièses Raumes, 
dann ist der Unterechied dieser Produkte gleich dem Produkte der 
Summenstrecke in Beziebung auf denselben Punkt. (Analogon: Satz 
Ton Varignon fur Krâfte.) 

§ 3. Das âufaore Produit ans ârei Streoken. 

Bewegen sicb die einzelnen Funkte eines Spatbeckes parallel einer 

nicht in seiner Ebene gelegenen Richtung um eine Strecke von end- 

Fi ï7 liclier Lange fort, so crzeugt dasselbe ein allseitig 

Ton Spathucken begrenztes kôrperliches Gebilde, ein 

TollstSndig begrenztes System, eine Grôfse dritter 

Stufe, welches unter dem Namen Parallelopiped 

oder Spatb bekannt ist. 

Der Kôrperraum eines Spathes OBCDAB^C^D^ 

(Fig. 27) mufs, weil der Spatb durcb drei in einer 

Ecke zusammenstofsende Kanten eindeutig bestimint 

ist, wenn wir OA-=>a, OB = fi, OD = y setzen, 

durcb eine gewisse Yerkntlpfung der Strecken a, fi und y dargestellt 

werden konnen. 

Sei der Spath gegeben durcb 
ce a fi o y. 
Das Parallelopiped kann erzeugt gedaeht werden 
durch Translation des Spatbeckes OAB v B um 
die Strecke OD, ferner durcb Translation des 
Spatheckes OBCD um die Strecke OA, wo- 
dureb wir die Relation baben 

a o fi o y - (« o fi) o y = « o fjï o y). (1) 

Seien Ol=«, ÔB=fi, ÔC=y, AM=S 
(Fig. 28) solche Strecken, Ton denen nur «, fi und J^ in einer Ebene 
liegen. Durcb dièse Strecken al s Kanten sind die drei Spatbe 
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OCDABC.DjAi, ADNMA&NiMi und OGNUBC^M,^ be- 

stimmt und es ist die Summe der beiden ersten Spathe gleicli dem 
dritten Spatlie. 

Denken wir uns dièse drei Spathe durch Transi ationen des Spafch- 
eckes QBG^G erzeugt, so ist 

«otfort + «otfort_(« + «)otfort (2) 

oder, wenn wir (0 o y) = 33 setzen, 

a o S3 + 8 o S - (« + *) o 85. . (2') 

Lassen wir dagegen dièse drei Spathe durch die Translation der Spath- 
ecke OCDA, ADNM und OGNM um die Strecke § entstehen, dann 
ist 

(Io(,o«) + ()o(,o.J)_/îo[ y o(« + J)) 

-P •[&""■) + ()">*)], w 

oder, wenn wir [fo«) = U tJ (y o $) =* S t aetzen, 

/Joe, + /JoS, — /So(S,olî,). y (3') 

Driicken wir die positive Entstehungsweiae des Spathea (Fig. 26) durch 

ana, so ergiebt sich, wenn wir bedenken, dafa im vorliegenden Falle 

(« o fi) (fi o «) nnd (fit, y) (y o fi) ist, 

(,.f.,)--(,.,.f)--(fo,.,).(f.,»,) 

_ (,„.« — '(,.»..). ' 

Die in Rede stehende Verknùpfung ist nach (1) assoziativ, nach (2) 
und (3) volikommen distributiv, nach (4) ândert sie ihr Vorzeichen, 
wenn irgend zwei Glieder derselben miteinander vertauscht werden, 
dahingegen tritt kein Zeichenwechsel cin, wenn dièse Vertauscliung 
eine zweifache ist. 

Fallen die Strecken a, p 1 und y in eine Ebene hinein, so ist der 
Korpcrraum des durch aie bestîmmten Spathes gleich Null. Oberdies 
erzeugt dann das Spatheck (k/3), wenn es um die Strecke y translierr, 
eiue verschwïndende Flache. Mithin verschwindet das Ergebnis der 
Verknitpfung, wenn ihre Glieder in eine Ebene hinein fallen. 

Demnach ist die fragliche Verknlipfung eine multiplikative, ihr 
Ergebnis ist aïs ein âufseres Produkt aufzufassen, weil dasselbe ver- 
schwindet, wenn die Faktoren des Produites in einer Ebene liegen, 
resp. einer Ebene parallel siud. 

Nunmebr schreiben wir, analog der Bezeicbnung des aufseren 
Produktes aus zwei Strecken, das âufsere Produkt aus drei Strecken 

«p> = («p> = «(p», 

femer ist dann 
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a(pr) + *<fir) = (« + *)G»r), 0(r«) + fl(r*) - fi(r« + »■*). 
(«tf?) (uyfi) — - 6>«y) - (fir«) - (y«/0 6tf«). 

Das âufsere Produkt aus drei Strecken ist der Kôrper- 
rauni des dnrch seine Faktoren bestimmten Spathes, wenu 
wir den Strecken eine solche Parallellage geben, dafs aie ein 
gemeinsames Anfangselement besitzen, mit Rttcksicht auf 
den Entstehungssinn des Spathes. Die gegenBeitige Ver- 
tanachung irgend zweier seiner Faktoren bat einen Zeicben- 
wechsel, eine weitere solclie Vertauschong keine Ànderung 
de8 Vorzeichens des Produktes zur Folge. Fallen die drei 
Faktoren in eine Ebene, ao verschwindet das Produkt 

Es ist zunachst 

(a + my)(ty — ■ ufly + myfiy f 
aber y jly ist gleich Null, denn die Faktoren dièses Produktes sind 
einer Ebene parallel, mithin ist 

(« + my)Py — apy. 

Fagen wir zu irgend einem Faktor eines âufseren Pro- 
daktes ans drei Strecken ein beliebiges Yielfache eines an- 
deren Faktors ri in eu, so bleibt der Wert dièses Produktes 
ungeândert. 

Wir dûrfen, unter m irgend eine réelle Zabi verstanden, setzen 
m(a(iy) = mafiy = (ma)(iy =■ tnfiya = (mfi)ya 

Maltiplikation eines âufseren Produktes ans drei Strecken 
mit einer reellen Zabi ist Multiplikation irgend eines seiner 
Faktoren mit dieser Zabi. 

Sind £,, s 2 und e s drei nicht einer Ebene parallèle Strecken des 
Ra urnes, so ist stets 



«=- ^ «***, j8— X 1 , hfti y ■= Xi "*'* 

k—l *=I *=1 

und damit erbalten wir znnâcbst 

aPy^(ap)y={(a t ê 1 +a i e i +a s E a )<fi l B l +b i i a +b li £ a )}(c 1 e l +c i e il +c a ê !l ), 
Nnn giebt die Ausfahrung der Multiplikation in der Hakenklammer 
afiy = { (o t fe| — aA)*i*ï + Ohh — Osh) e t e » 

+ (<h h i — «i$aK«i}fe«i + <**» + Va)» 
und wenn wir jetzt die Elammern auf der rechten Seite dieser Glei- 
chung lôsen, dabei die Gesetze gehôrig beachten, welchen ein âufseres 
Produkt ans drei Strecken onterliegt, so finden wir 
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,afiy =x j(a 1 6 i! — n,^)^ + («363 — Oj^Jc, + (Oj&t — «i&a)CjjK £ i £ î f s) 

oder 

ajîy = Jo^jCj + a^j^ +«36,^ — a^hi g, — « 3 6ïC, — Oi&(Cï)(*i*s*j) (5) 

oder, indem wir den Zahlkoeffizienten des Streckenproduktes 5 t E,*, mit 

m bezeichnen, 

afiy = ms i s î s J . 

Weil aile Strecken des Raumes aus denselben drei nicht komplanaren 
Strecken ableitbar sind, so ist auch 

ce' fi' y' = m'ë 1 s 3 e s . 
Mithin haben wir die Relation 

(afiy) : (a' fi' y') =» m : m' =>p. 

Das Verhâltnis, der Quotient zweier Spathe ist stets eine 
réelle Zaltl. Spathe sind stets gleiebartige Grôfsen. 

Zwei Spathe sind einander gleich, wenn sie gleiche'Ausdehnungen 
11 ml gleieben Entstehungssinn besitzen. 

Ist (£ l e 3 e t ) die Maafseinheit fiir Kôrperrâume, dann sind m und 
m' die Volumenzahlen der Spathe (afiy) und (a'fi'y) resp. 

Zwei Spathe sind einander gleich, wenn sie gleiche Volu- 
menzahlen und denselben Entstehungssinn besitzen. 

Ist das Produkt (^ *- a £ s ) die Maafszahl fiir Korperraume, dann 
nenhen wir den Koeffizienten m die Déterminante des Prodnktes aus 
den Strecken a, fi und y und schreiben 
afiy = «i \ Cj 

\ Cj (*,E a E 9 ) = di/ («,£,£„). 
h * 

Damit die Strecken a, fi, y komplanar sind, mufs mithin die Bedin- 
gung eri'iillt sein 

zf = 0. 
Setzen wir 

so erhalten wir 

a 1 fi 1 y l = {a l b i c 3 -\-a i b 3 Ci-\-a i b i c i — aj^c^ — dtK'H — «sA^ )(s l e i e 3 ). (6) 
Die Vergleichnng von (5) und (6) zeigt, dafs dann 

afiy = a 1 fi l y 1 
ist, und weil wir schreiben konnen 

Kr.ft, Abrifj dos geometr. Kilkiil». 
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§ 4. Anwendung des s/ufaeren Proàuktos ans drei Strocken. 

1) Seien afiy und a/Sy, zwei Spathe mit den gleichen Seiten- 
flâchen (a(l), und sei 

Wuil y, aus K, /5 and y numériser! abgeleitet werden kann, so dilrfen 
wir s eu en 

j>i = ma + njî + py, 
womit wir erhalten 

( a $y = W)(«« + M0 + py) = (afipy, 
niithin mufs p = 3 , also 

yi — *»* + np -f- y, (a/î))-, = («|S)(m« + »ô + y) 
sein, d. h. es mUssen, wenn die Spathecke (k3) der beiden Spathe in 
derselben Ebene liegen, die Endelemente von y und y, in eme» zu 
dieser Ebene parallelen Ebene, niithin die diesen Spathecben gegen- 
ûber liegenden, ihnen kongruenten Seiten fl Lichen auch in dieser Ebene 
liegen, woraus der Sata hervorgeht: 

„8pathe zwiachen zwei parallelen Ebenen, deren mit diesen Ebenen 
ausammenfallenden Flaclien einander gleich eind, haben gleiche Korper- 
raume." 

2) Sind a, 3 und y drei in einer Eeke zusammenstoisende Eanten 
.einer Pyramide mit dreieckiger oder spatbeckfôrmiger Grundflâche, so 
kônnen wir deren Kôrperraurn îi darar.ellen durch 

unter w eine gewisse réelle Zahl verstanden. Fur eine zweite Pyra- 
mide mit derselben Grundflâche haben wir entsprechend 

£l l = v(apy l ). 
Mit &!— fl erhalten wir, da y x = ma -f- «0 -\- py gesetzt werden 
kann, die Bedingung 

(<tfi)uy = (afî)v(ma + n(l -\- py) = («^)pvy, 
mithin mufs dann 
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m = pv, . d. i. v = — 
sein, wodurch sich ergiebt 

(«/J)C - («« (y« + jd + )•) - W>. ■ 
Daher nrilssen, wenn die Grundfiachen (a/3) beider Pyramiden in einer 
Ebene liegen, ibre Spitzen, die Endelemente von y and y t in einer zu 
dieser Ebene parallelen Ebene sich befinden. Das gilt offenbar aach, 
wenn die Grundfiachen beliebîge Polygonalflâchen sind, wodurch wir 
sagen dilrfen: 

„Zwei Pyramiden mit gleichen Grundflâcnen in derselben Ebene 
haben gleiche Korperr'àume, wenn ihre Spitzen in einer zu dieser 
Ebene parallelen Ebene liegen." 

i Set ABCA l B l C 1 (Fig- 29) ein dreiseitiges Prisma mit den 
parallelen Gnmdflachen ABC und A l B l C l . Legen wir 
durch die Punkte B, C, A t und 0, A u B l je eine Ebene, 
dann zerfâllt das Prisma durch dieselben in die drei 
Pyramiden ABOA lt A&QC und BB^C, welche 
gleiche Korperrâume besitzen. Denn die beiden ersten 
Pyramiden liegen zwischen parallelen Ebenen und ihre 
Seitenflachen ABC und A l B 1 C 1 sind kongruent, ferner 
haben die erste und die dritte Pyramide in C eine ge- 
meinsame Spitze, ihre derselben gegenttberliegenden Seitenfiâchen sind 
die kongruenten Dreiecke ABA 1 und BB 1 A 1 in einer Ebene. Ist 
nun (S — A) = a, (C — A) = (S, (A, — A) = y, so ist der Raum- 
inhalt einer jeden Pyramide gleich n(a{iy), derjenige des Prismas 
y(«jîy)) daher ist 

3«(«p»=|(«fr0, 
also ! 

»- T - 

Bezeîchnet nun & den Korperraum der dreiseitigen Pyramide 
ABOA„ so iît 

»-t(«M. 

4) Sind a, (S, y und i5 die Trâger von vier Eckpunkten eines 
Parallelopipedes, die nicht in einer Ebene liegen, so ist dessen Korper- 
raum 

a - tf -.)(,- «K» - «) 

und wenn wir die Multiplikation auf der rechten Seite dieser Glei- 
ehung durch fîihren, so erhalten wir 

SI — {iy$ + Sya + a/35 + fiay. 
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§ 5. Dus âufsere Frtidokt ans vier und uiohr Strecken. 

Der, âufsereu Produktbildung entsprechend, entsteht das âufsere 
Prodnkt aus vier Strecken durch die Translation des Spathes aus den 
drei ersten Faktoren uni den vierten Faktor. 

Zunâchst ist 

Lassen wir den Spath («jSj') die Translation a ausftihren, so beschreibt 
seine Seitenflache («(3) eine verschwindende Flâche, der Spath mithin 
ein Gebikle, dessen Korperraum gleicli Null ist, folglich ist 
afiya = 0. 

Nun erhalten wir fîir das âufsere Prodnkt ans den vier voneînander 

verschiedonen Strecken a, fi, y und d des Raumes, da 6*=ma+n/i+pj' 

gesetzt werden darf, 

Kfiyt — («0r)(«« + »/ï +PV), 

afiyS — »»|>/Jy)* + *(«fr)/ï + p(*fo)v t 

und weil die sâmtlichen Produkte auf der rechten Seite dieser Glei- 

chung verschwinden, so ist 

afïyâ mm 0. 
Das âufsere Prodnkt aus vier und mehr Strecken des 

Raumes ist stets gleich Null. 



Zweiter Abschnitt. 
Die âufsere Multiplikiition Ton Pnnkten. 

§ 6. Das âufsere Prodnkt aus zwei Punkten. 

Das dem âufseren Produkte aus zwei Strecken entsprechende Pro- 
dukt aus zwei Puukten A und B mois dieselben Eigensehaften wie 
das erstere haben, folglich mufs sein 

AoB + BoA = 0, AoB + AoC=Ao {B + C) 
und ans diesen Bedingungen folgt 

AoA — 0, B°A+CoA=-(B+C)oA, 
so dafs das Ergebnis der Verknûpfung verschwindet, weun ibre Glieder 
ïusammenf allen und die Verknilpfung vollkommeu disfcributiv ist. 
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Non ist bei dieser Mnltiplikation, indein wir von jetzt an das 
Verknûpfungszeichen weglassen, 

AB — AA — A(B — A), 
und weil A A = ist, gelangon wir. zu 

AB = A(B — A). 
Das âufsere Frodukt aus zwei Pnnkten ist gleich dem 
aufseren Frodnkte ans seinem ersten Faktor und der dnrch 
die beiden Faktoren bestîmmten Strecke mit dem Ent- 
stehungssinn vom ersten nach dem zweiten Faktor, es fâllt 
mit dieser Strecke zusammen und heifst zur Unterscbeidung 
von einer Strecke ein Liiiienteil. Dasselbe kann aufgefafst 
werden als eine Verknupfung des Punktfaktors mit allen 
Punkten des Streckenfaktors. 
Ans der Gleiclumg 

AB + AC=A(B + C) C. - , , 

folgt, iodem gesetzt werden darf •' 

B + C=2E=A + D, 
AB + AC=A(A + D) — AD, 



oder 
wodurch 


AÇB — 
wir erhalten 


A) + A(C- 


-A). 


-A(D- 


-A), 




AK.B- 
(B- 


-A) + (C- 
-A) + (C- 


-A» 
-A) 


— A(D 
-(D- 


-A), 
A). 



Dîe Summe aus zwei, in einem Punkte entspringenden 
Linienteilen ist ein dritter Linienteil mit demselben Anfangs- 
elemente and einer Strecke, welche gleich der Summe der 
Strecken der Âddenden ist. 

Sind die Linienteile CD und AB einander gleich, daim mussen 
die Gleichungen 

CD = AB, G(D — C) — A{B — A) 
bestehen. Weil dièse Prodnkte gleiche Strecken oder Ausweichungen 
besitzen mussen, so ist erforderlich, dais 

D-C=B^A, oder D = B — A + C 
ist, dafs der Pnnkt D in der Ebene der Punkte A, B und C liegt. 
Die Multiplikation der letzten Grleichung mit C giebt 
CD—CB — CA = C(B — A), 
und wir dûrfen setzen 

C = m A + »B + j>jD, m + » + P = 1» 
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wo m, n und p Tuilier zu bestimmende Koef&zienten sind. Dadurch 
erlialteii wir 

CD = (mA + nB +pD) (B - A), 
CD-*{m + n)AB +p(DB — DA) — AB , 
woraus hervorgcht, dafs 

m-f H — 1, .P *= 0, 
also 

C— mA + nB, m -f n — 1 
sein mufs. Daher mufs der Pankt C mit irgend eînem Punkte der 
durch A und B bestimmten geraden Linie zusammenfallen und dann 
koinzidiert auch der Punkt 2> mit dieser Linie. 

Zwei Linienteile sind dann und nur dann einandergleich, 
wenn sie auf ein und derselben geraden Linie liegen und 
i h Tien gleich e Strecken zukomraen. Jeder Li ni un te il lâfst 
sicb auf seinetu Trâger ohne Wertânderung beliebig ver- 
scMeben. 

Fur aubère Produkte aus zwei Punktgrôfsen haben wir 
(mA)B - (A m + A„ + ■■■ + A W ) B 

- (i% + (À B)(« + • • • + (^B)w , 
(mA)B —n(AB). 
(mA)(»B)-(A v) + A m + - +A M XB tv + B m + -+B M ) 

- (AB) m + (AB)„ + -. + (4B) ( „„„ 
(mA)(„B) = mn(AB). 
Das âufsere Produkt aus zwei Punktgrôfsen ist équiva- 
lent dem mit dem Produkte ihrer Koeffizienten verviel- 
facbten anfseren Produkte ans ihreu Grundpunkten, einem 
vîelfachen Linienteile ibrer Grundpunkte. 

Seien die beiden Punktgrôfsen A und B aus don Punkten E 1 und 
JS 2 numerisch abgeleitete Grofsen ersten Grades in der Geraden der 
Punkte Ej und E 2 , nâmlich 

À = a x Ei + a i E î , B = b^ + b^ . 
Das Produkt dieser Grofsen ist 

ÀB = (a l E l + OiBàfoEi + b,Et) . 
Fttbren wir die Multiplikation auf der reehten Seite dieser Gleicbung 
durcb, beachten, dafs eJe, » 0, E,E, = 0, E^ = — E^ ist, so 
ergiebt sich 

I a., h. I 
AB=(a l b i — MO^i-E; — 
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womit_dieaes aufsere Produkt aïs ein vielfac her Linien teil dea dureh 
die Fundameutalpunktebestimmteii Linienteiîes erscheint. 

Ist À eine Punktgrôfse mit geltendem Gewiehte, B eine solche 
voua Gewichte Null, dann ist 6, -f- \ =- 0, und wir haben 

ÀB — (a, + a^b^Et — (o x + a^E^E^- 
Mit «j -}- a s = 0, 6 t + fc^ = sind A und B unendlich ferne Punkt- 
grôfsen, resp. Strecken, es ergiebt sich 

(0A)(0B) = ÂB = 0. 
Hieraus schliefsen wir, weil das aufsere Produkt aus zwei zusammen- 
fallenden Puukten verschwindet, dafs die unendlich fernen Punkte einer 
geraden Linie zusammenfallen, was zu' dem Satze f'iihrt: 

Jede gerade Linie hat nur einen unendlich fernen Punkt. 
Haben wir 

ÂÈ = mE i E s , CD = nE l E i , 
so ist 

(ÀB):(ÛD) = m:n = p. 
Der Quotient aus zwei Linienteilen in derselben geraden 
Linie ist stets eine réelle Zahl. 

§ 7. Das aufaere Produkt ans drei (unabhangigen) Puukten. 

Das iiufsere Produkt aus drei Puukten haben wir seinem Werte 
nach dadurch zu bestimmen, dafs wir den Wert des Froduktes aus 
seinen beiden ersten Faktoren mit dem dritten Faktor, oder den ersten 
Faktor mit dem âufBeren Produkte aus dem zweiten und dritten Faktor 
multiplizieren, demi wir mûssen, entsprechend der Eigenschaft des 
âufseren Produktes aus drei Strecken, haben 

ABC=(AB)C<=A(BC). 
Hierdurch erhalten wir 
ABC= (AB)C=[A(B — A)]C=A[_(B — A)C] = A(BC — AC) 

= A[B(C— B) — A(C — A)} — AB(C—B), 
ABC=A(B-A)(C-B), 
ferner ist 

ABC = A(BC) = A[B(C — B)] =• AB(G — B) , 
ABG = A(B — A)'(C - B) . 
Durch dièses Ergebnis erhalten wir ferner 

ABC=A(B - A)[(C — A)-\-(A — B)], 
ABC~A(B — A)(C~A). 
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Weil AB — — BA i&ï, so.gelten noch die Gleichungen 

ABC ACB BAC= BCA - CAB ~ — CBA. 

Fallen die Faktoren des Frodaktes in eine gerade Linie, daim lafst 
sich jeder Faktor ans den beiden anderen Dtimerisch ableiten. Ist 
C= mA + »B A so haben wir 

ABC=A(B — A)[mA + (l — m)B], (» + « — 1), 
ABC— A(B-A)m(A- £) = 0. 
Fâllt der Faktor C in die durch A and B bestimmte gerade Linie, 
daim werden die Strecken (B — A) und (C — A) gleichartig, ihr 
âufserea Produkt and somit aach dasjenige der drei Ponkte ver- 
schwindet. 

Das aufsere Produkt aus drei Punkten ist gleich dem 
Produkto aus dem ersten Faktor und einem der durch dièse 
Punkte bestimmten flachengleichen Spatbecke mit dem der 
Faktorenfolge entsprecbendeD Entstehungssinn. Dasselbe 
andert sein Yorzeichen, wenn irgend zwei seiner Faktoren 
miteinander vertauscht werden, bei doppelter Vertauscbung 
der Faktoren findet kein Zeichenwechsel statt. Der Wert 
des Produktes verschwindet, wenn seine Faktoren in einer 
geraden Linie liegen, wenn sie voneinander abhângige 
Punkte sind. 

Zur Unterscheidung von dem âufaeren Produkte aus zwei Strecken 
nennen wir dasjenige aus drei Punkten einen Flâchenteil, das mm zu- 
gehôrende Spatheck, welebes seine Ausdebnnng angiebt, seine Aus- 
weichung. 

Sind A, B zwei fixe Punkte und ist U ein variabler Punkt der 
durch A und B bestimmten geraden Linie, so ist, weil das âufsere 
Produkt aus diesen drei Punkten stets verschwindet, 

ABU=0 
eine Gleichung der durch die Punkte A und B bestimmten geraden 
Linie und zwar die einfacbste Gleichung. 

Sind ABC und DEF zwei eiuander gleicbe Flâchenteile, dann 
miissen, weil dièse Produkte gleicbe Ausweichungen besitzen mussen, 
die Gleichungen bestehen 

ABC = DEF, A(B — A)(C — A) — D(B— B)(F — D), 
(B - A) (0 - A) — (E - D) (F — D) , 
oder, mit (B —A)(G—A) = «/?, (E — D) {F—B) = yd, 
Aafl — Dyd, a p = yâ. 
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Die letzte Gleichung bedingt, dafs die beîden Flacbenteile in parallelen 
Ebenen zu liegen haben. 

Sind a, fi und e drei nicht komplanare Strecken, dann wird sein 

D = A + mu + nfi+pe, 
womit wir erhalten 

DEF-Dafi - (A + ma + nfi + P>)*P 
= A*fi+ptafi. 
Damit demnacb die obige Gleichung existieren kann, mufs p = 0, d. h. 

D = A + ma + nfi 
seiu, der Punkt D in der Ebene des Spatheckes (a fi) liegen, und ao- 
dann mufs auch das Spatheck (yâ) in dieser Ebene sich befinden. 

Zwei Flacbenteile sind dann und nur dann einander 
gleicb, wenn sie in derselben Ebene liegen und ihre Spath- 
ecke gleiche Ausdehnungen und den namlichen Entstehungs- 
sinn aufweisen. Ein Flachenteil ândert seinen Wert nicht, 
wenn wir ibn beliebig in seiner Ebene verschieben oder um 
einen seiner Eckpunkte in dieser Ebene beliebig drehen. 

Fur die Multiplikation eines âufseren Produktes ans drei Ponkten 
mit einer reellen Zahl erbalten wir 
m(ABC)=mA(BC) = (mAB)C=AmBC=*A(mBC) = ABmC 
= m{A(B—A)(C-A)\=mA(B—A)(C—A) 
= Am[(B—A)(C—A)]. 
Sind À = mA, È = nB, G = pC drei PunktgrBfsen, so ergiebt 
aich filr ibr âufseres Produkt 
ÀÈC = mAnBpC = m{AnB)pC = mn(AB)pC = mn(ABpC) 
= mnpABC. 
Das âufsere Produkt ans drei Punktgrofsen ist ein 
Flachenteil, gleich dem mit dem Produkte der Gewichte der 
Punktgrofsen vervielfachten Flacbenteile, welcher gleich 
dem aufsejren Prcrdukte aus den Grundpunkten in derselben 
Reiheufolge der Punktgrofsen ist. 
Mit B 1 = B + cÙ erbalten wir 

ÀByC — À(B + cC)G — ÀBC. 
Tritt zu irgend einem Faktor eines âufseren Produktes 
aus drei Grofsen ersten Grades in der Ebene ein beliebiges 
Vielfache eines der anderen Faktoren hinzn, so ândert das 
Produkt seinen Wert nicht. 
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Sind die drei Grofsen ersten Grades A, B und C aus den Fun 
(lamentai pu ni; feu E lt JL und E a einer Ebene abgeleitet, ist 

À-^a t E t , B=^b i E>, Ù-SjC t E t , 

dann ergiebt aich fflr ihr âufseres Produkt 

ÀBC = ^a k E k ^hE t ^ Ck E k 

ÀBC=- {(aj> % - aA)c» + («A " «A>! + C«ï*i — OiW^K-^i^ï-E'a) 
oder £7, 6j e, j 

iBC = a B 6, c,| (E 1 E i E a ) = J(E 1 E i E i ), 
a 3 l 3 Cj ' 
zu welchem Résultats wir in deraelbeu Weise gelangen, wie zu dem 
Werte des aufsereu Produktea aus drei Strecken, wenn sie aus den 
nicht komplanaren Strecken e lf e s und s s numerisch abgeleitet ge- 
geben sind. 

Daa iiufaere Produkt mis drei Grofsen ersten Grades in 
der Ebene ist ein Vielfachea des Flâchenteiles der Funda- 
mentalpunkte, aus denen sie numerisch abgeleitet sind, eine 
Grôfse dritten Grades. 

Dièse drei Grofsen liegen in einer geraden Linie, wenn die Be- 
dingung erfttllt ist 

z/ = 0. 

Sind insbesondere die drei Grofsen ersten Grades solcne mit verschwin- 

denden Gewichten, équivalent Strecken, dann sind die Eoeffizienten- 

summen in ihren Gleichuugen gleich Null und es ergiebt sieh 

(0,4) (OB) (OC) — ABC = G. 

Das âufsere Produkt aus drei komplanaren Strecken ver- 
schwindet. 

Beachten wir, dais die Grundpunkte von Grofsen ersten Grades 
mit verschwindenden Gewichten unendlich fera liegen und die letzte 
Relation, dann resultiert: 

Die unendlich fernen Punkte einer Ebene liegen in einer 
geraden Linie, und jede Ebene beaitzt nur eine unendlich 
ferne Gerade. 

Aus den Gleichungen 

ABC = m(E 1 E î E i ) , ï)ÉF=n(E 1 E 2 E i ) 
folgt 

(ABC) : (DÈF) = m:n =$. 
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Der Qaotient aus zwei Flachenteilen in einer Ebene ist 
eine réelle Zahl. 

§ 8. Anwendung des iiufseren FrodttkteB ans drei Punkten. 

1) Die durch die Punkte A und B gehende gerade Linie ist durch 
die Gleichung 

ASU=0 (1) 

gegeben. Von dieser Gleichung ausgehend aoll die Gleichung der 
Linie in ebenen Parallelkoordinaten aufgesucht werden. 

Es sei Koordinatenursprung, A—0-\- 9lr B=0-\- 9i , U=*0-\- 9 , 
ferner seien e 1 und e a die Einheitsstrecken des 
Richtsystems, dessen Àxen die gerade Linie 
schneiden (Fig. 30), so dais 9t = x t s, + y*£a, 
h = 1, 2, 9 = xs l -j- ye 3 ist, 

Substituieren wir die Werte von A und B 
in (1), dann wird 
(O + c)(O + ?,)(O + s)-0, 

feo + Op, + 9l( ,,)(o + s)-o, 
M,o + s,o ç + Oç,e-Q, 

tltrin das Produkt 9l9i9 verschwindet wegen der Komplanaritât seiner 
Faktoren. Weil die Faktoren der in der letzten Gleichung vorkoni- 
menden Produkte Grbfsen ersten Grades sînd, so ist auch 
9,p 2 — 9l9 + 9i9 — 

( 9l9jS — Q l9 + 9î9 )O = 0. 
Hieraus folgt, weil der Punkt nicht verschwinden kann, 
?iPî + (Ps — ft)ff — 0. 

Nun giebt die Substitution der obigen Werte dieser Strecken in die 
vorstehende Gleichung 

Omi + yi%) (ph'i + Vahi + [fe — *i) 6 i + Oi — yO*i] C**i + sm) = *>, 

aus welcher Gleichung durch AusfQhrung der Multiplikation und mit 
e a f i — — s i s 3 folgt 

{*!% — *tft — (ft - ft)* + Os - *i)!f)«i«i = 0. 
und weil das Produkt e,e a nicht verschwinden kann, so resnltiert 
hieraus 

XiV% - XsVi — bt%— JTi)* + («i - *i)y = 0; 
als gewohnliche Ko or dinaten gleichung der durch die Punkte A(x lt y,) 
und B{x % , y„) gehenden geraden Linie. 
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2) „Die Mittelpunkte der Diagonalen eines volletandigen Vïerseita 
liegen in einer geraden Linie." 

m n Sind A, B, G, D, E, F die Ecken eines 

E Vierseits, P, Q und B die Mittelpunkte aeiner 
Diagonalen AB, CD und EF (Fig. 31), dann iat 
2P — A + B, 2Q = C+D, 
2B = E -f F, 

die MuUiplikation der gleïchen Seiten dieser drei 
" Gleichungen miteinander giebt 

SPÇB — (A + B)(fl + D)(E + F), 

8PQB — 4<7E + BC£ + J2>£ + BDE + ^OF 

+ BCF+ADF+BDF, 

aber es ist ACE = BDE = BCF*= ADF=0, denn die Faktoren 

einea jeden dieser Produite liegen in einer geraden Linie, folglicb 

baben wir 

8PQR — BCE + BDF + (4D.E — -4JFC) , 

nun iBt (ADE - AFC) {BCE + BDF), daher 

SPQR = 5C£ + 5DJP— (BCE + .BD.F), 
8PÇJE=.0, d. h. PQR~=0, 
Mitbin befinden sicli die Punk te P, Q und R in einer geradeu 
Linie, w. z. b. w. 

3) Ist U irgend ein Punkt in der Ebene der unabbângigen 
Punkte E lt E % und E& dann iat 

uU—UiEt + iiiE, + w»-E 8 , M = u, + M a + M3 . 
Die Multiplikation der Seiten dieser Gleichung nacheinander mit E t E it 
F 3 E l und E^E, fttbrt zu 

uE 2 E A U — UtEil^E,, »E t E l 17 — «g^ E t E s ,\ 
uE L E a U — t^E^E^ ) 

mitbin besteht fur die Ableitungszablen des Punktes 17 die Proportion 

ttl : ^ : «g — E^U-.E^E, U: EjE s U, 
daber ist die Lage des Punktes U gegen das Fnndamentaldreieck nur 
von den Verbâltnissen der Koefâzienten der Fundamentalpunkte zu 
einander abbângig. 

Aua den Gleichungen (1) leiten wir durcb deren Addition ab 

EiEf U+ E S E I U+ E t E t U — -Ei-EjEs. 
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„Die Somme der Dreiecksflâchen aus den Fundanientallinienteilen 
und eiriem beliebigen Punkte der Ebene ist stets der Fliiche des Funda- 
nientaldreiecks gleicb." 

Wiihlen wir die Fundamentallinien E,E Î und E l E a zu Axen eines 
Richtsystemes, beachten, dafs 

uE, U= UiEtEi + Ut^E,, 

alao 

uE^U—E,) — UtE^E, — E t ) + u s E,{E 3 - EJ, 
mitbin 

u(U- E t ) - u,(B, - E.) + «,{M, - E,) 

ist, setzen 

(U — E l ) = ç = xe 1 + yt i , ft-^J-iin, (E s — E,) — ne,, 

wobei, wie immer, e, and e s Streckeneinheiten bedeuten, dann er- 
giebt sic h 

«p == u i ms 1 -[- u 3 ns 3 , 

g = xe l - J - y£ î = ^pf l + ~p£s, 

daber sind die Parallelkoordinaten des Pimktes w 

x = *?' y — ^' « — «, + % + %. 



§ 9. Das aufsere Produit ans vier Punkten. 

Das âufsere Produkt aus vier, voneinander unabhângigen Punkten 
entBtebt aus demjenigen dreier Punkte und einem weiteren Punkte 
auf dieselbe Weise, wie das âufsere Produkt aus drei Punkten ans 
demjenigen -aua zwei Punkten und einem dritten Punkte abgeleitet 
worden ist, Daber baben wir unmittelbar 

ABCD = A(B ~ A)(C — A)ÇD - A) 

= A(B—A)(C—B)(D — C), il s. f. 

Aber (B — .4) [C — A) (D — A) ist âquivalent dem durch dîeae 
Strecken bestimmten Spathe, so dafs das Punktprodukt râumHch mit 
ihm zuBammenfallt, und die Multiplikation des ersten Punktfaktors mit 
diesem Spathe giebt das ânfsere Produkt der vier Punkte. Der Spath 
verschwindet, wenn die Streckenfaktoren des Produktes in einer Ebene 
liegen, dann verschwindet auch das Punktprodukt, dessen Faktoren in 
dieser Ebene gelegen sind. Wir nennen das âufsere Produkt aus 
vier Punkten Korperteil. Weil AB = — BA ist, so wethsBlt dièses 
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Produkt sein Zeichen, wenn wir irgeud zwei aeiner Faktoren mït- 
einander vertauschen , eine zweifache aolche Vertauschung ruft keinen 
Zeichenwechsel hervor. 

Pas âufaere Produit aus vier Punkten ist der durch 
dièse Punkte bestimmte Korperteil, es andert sein Vor- 
zeichen, wenn irgeud zwei aeiner Faktoren mjteinander ver- 
tauacht werden. Daa Sufsere Produkt aua vier Punkten in 
einer Ebene, oder aua vier in einer Zahlbeziehung etehenden 
Punkten verschwindet. 

Aua dieaem Satze resultiert unmittelbar, dais, wenn A, B, C feste 
Punkte bedeuten und U ein variabler Punkt ist, 

ABCU=0 
eine Gleichung der durch die Punkte A, B und C bestimmten Ebene 
ist, iind zwar iat aie die einfachate Gleichung. 

Seien ABCD und EFGH zwei iiufsere Produkte aua je vier un- 
abbangigen Punkten. Sollen dieaelben einander gleich sein, ao miissen 
aie gleiche Ausweichungen, gleiche Spathe besitzen, es mûssen die 
Gleichungen Giiltigkeît haben 

ABCD = EFGH, 

A(B — A){C~A)(D — A) = E(F—E)(G — E){H-E) y 
(B -~A)(C-A)(D-Â)=:(F—E)(G- E) (H—E), 
oder, wenn wir setzen 

(_B-4) = /3, (C-A) = y, (D-A) = ô, (F-E) = t, 
(G — E) = y, (8—E) = &, 
ÀfiyS = E£ij&, gij* = fiyd, 
alao mu fa sein 

EFGH = FfiyÔ. 

Àber der Punkt E lâTst eich aus A, fi, y und S numeriach ableiten, 
setzen wir 

B = i+')»]3 + ny+pt, 
dann wird 

EFGH = (A + m? + ny +p â)(SyS = AfiyS 
EFGH — A(A + f)(A + y)(A + 9) — ABCD. 
Zwei ii-ui'sere Produkte aus je vier von einander unab- 
hangigen Punkten sind atets einander gleich, wenn die 
durch die Punkte bestimmten Spathe gleiche Kôrperrâume 
mit de m namlichen Entatehungssinne besitzen. Aile 
Korper g S unw Bind gleichartige Grôfsen, 
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Bezûglich der Multiplikation eines aufseren Produktes aus vier 
Puokteii tait einer reellen Zahl haben wir 
m{ABCD)=mA{BCD) = (mAB)CD = AmB{CD) > .... 

^mA(B-A)(C-A)(D-A)^A[m(B-A)-}C-A)(D-A)... 
Fur das âufsere Produkt aus den vier Grofsen ersten Grades des 
Raumes À = mA, B «= nB , C*=pG, D = qD erhalten wir 
ÀBCÎ> = (mAnBpC)qD = mnpABCqD= — mnpqDABC 
= mnpqABCD. 

Das aufsere Produkt aus vier Punktgrofsen ist eiu 
Kôrperteil, gleich dem mit dem Prodnkte aus den Koef- 
fizienten der Punktgrofsen vervielfachten KSrperteile, 
welcher durch die Grundpunkte der Punktgrofsen bestimmt 
ist, im Sinne der Folge der Faktoren des Punktproduktes. 

Mit JB, = B + eC bekommeu wir 

ÀB\ÔJÔ — Â(B + cC)CD = ÀBÙB. 

Tritt zu îrgend einem Faktor eines aufseren Produktes aus vier 
Punktgrofsen des Raumes ein beliebiges Vielfache eines der auderen 
Faktoren hinzu, so ândert das Produkt seinen Wert nicht, 

Sind die vier Grofsen A, B, C, D aus den Fundanientalpunkten 
E lt E S) E s und E i des Raumes numerisch abgeleitet, so ist 

i=2 , a i £ il B=^b k E k , C=^c t E k , D=^jd k E k , 

ÀBCD -\( ^toE^btEA 2* a .2**' Cl) 

ÀBCD = { [(«A — oAK + (Pth — a A)°t + («A — «AKK 
— [(°A — °A) c i "f" (°A — «A) e » + ( a i% ~ °sW) i\^i 

+ CC«a 6 4 — °A) c i + («A — «A)«s + ( a A — «A) C *M 
~~ ■ K°A — °A) c s + («A — fl A) c s 

+ («A - «iMcJ^j I (QEiEsEi), 



°i &i c i ( ^i 
«a V c s <2 3 



{E^E^E^ = ^(EiEsEsEï), 
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zu welchem Résultats wir gelatigen, wenn wir die Multiplikation in 
der Weiee durchfuhren, wie solches die Klammern in der Gleicbung (1) 
andeuten. 

Das âufsere Produkt ans vier Grôfsen ersten Grades im Baume 
ist ein Vielfachea des Kôrperteiles der Fundamentalpunkte des Baumes, 
ans denen sie numérisera abgeleitet sind, eine GrÔfse vierten Grades. 

Dièse vier Grôfsen befinden sich in einer Ebene, wenn die Be- 
dtngang erfflllt ist, 

z/ = 0. 

Sind insbesondere die vier Grôfsen ersten Grades solcbe mit ver- 

schwindenden Gewichten, équivalent Strecken, daim ist /, ctt = Q etc., 

und es ergiebt sich 

(QA)(0B){QC)(QD) — ÂBVD — 0. 

Das âufsere Frodukt ans vier Strecken des Baumes verschwindet. 

Beachten wir, dafs die Grundpunkte von Grôfsen ersten Grades 
unendlich fern liegen, wenn ihre Gewichte verscbwinden , denken wir 
uns in der letzten Relation den Punkt (0.D) varîabel, dann resultiert: 

Der Ort der unendlich fernen Punkte des Baumes ist eine Ebene. 
Der Raum besitzt eine und nur eine unendlich ferne Ebene. 

Âus den Gleichungen 

ÂBCD = miE^E^), ÈFGH — niM&EtEt) 
folgt 

(ÀÈCD) : (ÈFGH) = m:n —p. 

Der Quotient aus zwei Kôrperteilen ist stets eine réelle Zabi. 

§ 10. Anwendung des ânfseren Produktea ans vier Fnnkten. 

1) Die Pnnktprodnktgleicbnng der durch die Punkte A, B und C 
gehenden Ebene, wenn V der sie besebreibende Punkt ist, lautet 

ABCU=0. (1) 

Sei ein beliebiger Punkt des Baumes, welcher nicht in der Ebene 
Hegt, A= + e,, j& — + fc, C— O+fc, U=0+q. — Mit 
diesen Werten geht die (1) uber in 

(o + ?.)(" + ft)(o + s,)(0 + <.) - o, 

woraus folgt, wenn wir die Elammern dureb Ausfûhrung der Multi- 
plikation entfernen, 
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OQï9s9 + Pi<W + Pip2*?e + piPaPsO = 0, 
oder 

welche Gleichung nar mit 

(PîPs + Ps0i + Pi0s)p — ?iPîPs — (2) 

befriedigt werden kanu, weil nicht Null ist, und es ist die letzte 

Gleichung eine Streckengleichung der durch die Punkte A, B und C 
gehenden Ebene. 

Wîililen wir nun den Punkt al s Urspning eines Parai 1 el- 

ko o rdin a teii systèmes, dessen A.xeu der x, y und s die Strecken- 
einheiten b u c s und s a zukommen, und setzen wir 

so ergiebt aich ans der Gleicbung (2) 

|0Mi -j- y a e 3 + *%)&«! + fte, + e a c s ) 

+ fo *, + ft** + *iM [(^ — *»)*! + (& — ?î)*ï 

+ 0* — «i)«J}0"i + ï*ï + *%) 

— C*l6l + 01*8 + 4*)0**1 + »ï«î + W 

X fo*i + v,h + «8*3) = 0. 
Daraus folgt durch Auflosung der Elammern ein aus einer Reihe 
von Gliedern bestehender Auadruck, von denen jedes ein aus e,, « 2 
und e 3 zusaminengesetztes Produkt entha.lt, und bringen wir jedes 
Glied mit gehbriger Berûckaichtigung des Vorzeichens dea Strecken- 
produktes auf die Form +»t£ 1 e ! e ï , ao dafa e i e l c s gemeinschaftlicher 
Paktor aller Glieder wird, dann ergiebt sich, weil «i£a£ s ^0 ist, 

fa*» - v*h + y*h — a* + viH — Vt»ù x 

+ (%&& — #3#a + 83X1 — $i# 3 + eyXj — ë^x^y 

+ («ift — «3% + ViVi — *iy 8 + »i»ï — 2^1)3 

— 3W»H — XiyiH + XiVt 8 ! — ^Ms + aWi^ — *ifc*i- 
Damit ist die gew&hnlîche Koordinatengleichung einer durch drei ge- 
gebene Punkte gehenden Ebene gewonnen, welche sich mittelst der 
gewohnlichen Analysis nicht auf eine einfachere Form reduzieren laXat 
und fOr zu filhrende Unterauchungen hochst unpraktiach iat. 

Setzen wir in (1) 

A — SjoiE,, ... U— £">*>• 

Kufi, Abrifs des goometr. Kalknle. 1 
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98 Kap. 8, § 10. 11. 12. 

bo ergiebt sich unmittelbar 

b 3 c a 

h <s 
" ** e t ~ 4 

als Gleichung der Ebene in homogenen P urio e l iskoordin aten. 
2) Sei U ein beliebiger Funkt des Raumes 
uU=u 1 E 1 + «,-E, + u^E, + « 4 £ 4 , u = u, + «, + t^ + h.. 
Multiplizieren wir die Seiten dieser Gleicliung nacheinander mit 
E^E^ E^EtE^, E^E, and E^E,, so folgt 

ttUE a E.E,= u,E,E t E.E., uUE.E.E, ti,E. E.E.E,,} 

uUE i E 1 E i = u i E l E i E s E il «UE 1 E a E t ~ — u^E^E^) K} 
mithin ist 

UE s E 3 E t : UE t E 3 E t : UE^E,: UE S E a E l —' Ml : «g : «„ : «<, 
welche Relation die Bedeutung der Koeffizienten der Fundamental- 
punkte giebt. 

Die Stimulation der Gleichungen (1) fûhrt zu 
UE,E t E t + UE t E a E 1 + UE 1 E l E t -\- UE t E a E l = E^E^. 
„Die Summe der Pyrainiden, deren gemeinsame Spitze ein be- 
liebiger Punkt V des Raumes ist und deren Grundflachen nach- 
einander die Seitenflâchen des Fundamentaltetraeders sind, ist stets 
dem Fundamentaltetraeder gleich." 

§ 11. Das aufeere Produkt ans fûnf und mehr Punkten. 
Wir habeii, unserem Vorgange entsprechend, 

ABGDE — A(B — A)(C— A)(D — A){E— A) , 
aber das âufsere Produkt aus vier Strecken verschwindet stets, 
mithin auch das auTsere Produkt aus einem Punkte und vier Strecken, 
daher ist 

ABCDE = 

und weil demnach auch das aufsere Produkt aus sechs und mehr 
Punkten gleich Null ist, so resultiert der Satz: 

Das aufsere Produkt aus funf und mehr Punkten und 
ebenso daa aus fûnf und mehr Grofsen ersten Grades des 
Raumes ist stets gleich Null. 
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Ist U ein variabler Punkt, dann ist 
ABCDU—O 

eine Gleicbung des variablen Punktes U, desson geometrischer Ort 

der gesamte Raam als Punktsystem ist. 

Die Erorterungen in diesem Àbschnitte geben den allgemeinen Satz: 
Fin de t zwischen einer Reibe voa Grofsen ersten Grades 

eine Abbangigkeitagleichung statt, so ist ibr aufseres 

Produkt stets gleicb Null. 



§ 12. Geechlchtliche Motus. 

Vor H. G. Grafemann hatten bereits deesen Vater und Saint Venant 
deu Begriff des iiuCseren. Produktes ans zwei Strecken fisiert. Die 
multiplikative Verknfipfung von Punkten und Punktgrfifsen rûbrt 
lediglich von Grafsmann ber. 
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Vierte8 Kapitel. 
Die Moltiplikation von geometriscben (ieMld.cn hiSherer Stnfe. 

Einleitung. 
§ 1. Die Einheit des Systèmes und die absolu te Einheit: 

Weil die iiufsere Produktbildung eiue beschrânkte ist, denn das 
aufsere Produkt aus Grôfaen ersten Grades, welehe in einer Zahi- 
beziehung stehen, verschwîndet, ea iat das auTsere Produkt aus drei 
Punkten in einer Geraden, ans drei Strecken in einer Ebene, aus vier 
Punkten in eiuer Ebene, aus vier Strecken des Baumes und ans fflnf 
Punkten des Baumes gleich NuH, bo ist es notwendig, eïne besondere 
Bestimmung zu treffen, um Produkte von denaelben Eigenschaften, 
wie das âufaere Produkt zu erhalten, die ini allgemeinen geltende 
Werte besitzen, gleichviel wie grofs die Anzahl ihrer Faktoren ist. 

Das einfachste, um solehes zu erreiehen, ist die Anoahme, dais 
geometrîsche Gebilde als Repriisentanten der absolnten Einheit, der 
Zahl Eins aufgefafst werden, oder aucli, dafs wir ala geometrîsche 
Eiuheiten aufgefafsten Gebilden die Eigenschaft zuschreiben, den 
Wert eines jeden anderen, mit itmen multiplizierten geometriscben 
Gebildes niclit zu verandern. 

Jede Grôfse in einem Gebiete » te Stufe, « — 1, 2, 3, 4, lftXst aich 
aus n in keiner Zahlbeziehung stehenden Grëfsen erster Stufe nume- 
risch ableiten. In einem Gebiete «"' Stufe liegen Gebiete (n — l) BtM , 
(m — 2) 1 " . . . und erster Stufe, in Beziehung auf sie nennen wir das 
Gebiet n*" Stufe Hauptgebiet » tol Stufe. 

Ist « die Stufenzahl des Hauptgebietes, so ist das âufsere Produkt 
auB « von einander versehiedenen Grôfaen ersten Grades ein Vielfaches 
des auTseren Produktes aus den m von einander unabhângigen Ele- 
menten erster Stufe, ans welchen dièse GrôTsen eraten Grades 
numérise li abgeleitet worden sind. Tritt zu den Faktoren dièses 
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Die Einheit des Systèmes, die absolute Einheit. 101 

Produktes noch ein weiierer Faktor hinzu, dann yerschwindet das neue 
Produkt. Wahlen wir aber das âufsere Produkt aus diesen m Elément* n 
als den Reprâsentanten der absoluten Einheit, oder sehen wir dasselbe als 
eine Orôfse an, welehe auf die Ânderung irgend eines anderen geo- 
metrischet) Gebildes keinen Einflnfs hat, wenn wir mit ihr dièses Gebilde 
multiplizieren, so wird das Produkt aus (n + 1) einfachen Faktoren ein 
Vielfaches seines letzten Faktors, das Produkt ans (m + 2) einfachen 
Faktoren ein Yielfaches des âufseren Produktes aus seinen beiden letzten 
Faktoren u. s. f., das Produkt aus n -\- « = 2n einfachen Faktoren wieder 
ein Vielfaches des âufseren Produktes aus den n ursprunglichen Elementen 
oder eine Zabi. Daber setzen wir, um Produkte mit gcltendem Werte 
bei beliebiger Faktorenzahl zn erhalten, wenn t u e it ... s n die » in 
keiner Zahlbeziehung stehenden Elemente erster Stufe des Systèmes 
sind, aus denen aile ihm angehôrenden Grôfsen sich ableiten lassen, 
das âufsere Produkt aus diesen Elementen gleich der absolut en 
Einheit, 

B, fi| .... *— 1. 

Ist nun k* eine aus diesen Elementen abgeleitete Grôfse ersten 
Grades, dann ist dae âufsere Produkt {a^a^j eine Grôfse zweiten 
Grades, daa âufsere Produkt (a,^^) eine Grôfse drîtten Grades u. s. f-, 
das âufsere Produkt 

a l a 3 a n =p(fi£î £*) ~jp 

eine Grôfse n"" Grades, resp. ein Yielfaches der Einheit des Systèmes 

oder der absoluten Einheit. Weiter erhalten wir 

a 1 a 1 ...tt H a* +l = («,«, ... a„)a B+1 =pa a+1 , 

<*!%... a a a„+ 1 a a+i = (o^Oj... a„)an+ia*+» => p(a*+i«»+i) , 

tt l a 3 ...a n a n+1 a t+ 3tt a+s =(a l a 3 ...a n )a n+l tt^ a a a+ a=p(a n+t tt„ +i a„ + s), 



Die Stufenzahl des Hauptgebietes ist », diejenige einer Grôfse 
ersten Grades in ihm gleich Eins, die Summe der Stufenzahlen der 
Faktoren eines Produktes aus GrBfsen ersten Grades ist gleich der . 
Anzahl seiner Faktoren. Ist m die Faktorenzahl und m < «, dann 
ist die Stufenzahl des Produktes gleich m, gleich der Faktorenzahl, 
mit m = n wird das Ergebnis eine Zabi, mit m > n und m<2n ist 
(»i — n) die Stufenzahl des Produktes u. s. f. Teilen wir die Summe 
der Stufenzahlen der Faktoren durch die Stufenzahl des Hauptgebietes, 
dann bleibt ein Rest, welcher die Stufenzahl des Produktes angiebt, 
ist insbesondere der Rest gleich Null, dann ist das Ergebnis ein Viel- 
faches der Einheit des Systèmes, der absoluten Einheit. 
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Dabei setzen wir voraus, dafs das Produkt keine gleîchen Faktoren 
enthâlt, denn dann iat sein Wert gleich Null. 

Die Stufenzahl des Produktes ans beliebig vielen un- 
gleichen Grofsen ersten Grades ist gleich dem verbleibenden 
Reste, wenn die Summe der Stufenzahlen seiner Faktoren, 
welche gleich der Anzahl der Faktoren ist, durch die Stufen- 
zahl des Hauptgebietes geteilt wird, 

Fur die Rechnnng mit Strecken setzen wir deshalb in der Geraden 
é = 1, in der Ebene e 1 e t = 1, ira Raume e l s t s i = 1. Der Einfach- 
heit halber nehmen wir an, dafs sowohl in der Ebene als auch im 
Raume die Faktoren dieser Einheitsprodukte wechaelseitig aufeinander 
senkrecht stehen und gleiche Lângen, die Lângen Eins besitzen, da- 
durch wird filr die Ebene ein Quadrat, fur den Raum ein Wflrfel die 
geometrische Einheit, welche die Zahl Eins reprâsentîert. 

Fiir die Rechnung mit Punkten nehmen wir im Elementarsysteme 
erster Stufe den Fundamentalpunkt als Einheit, im Elementarsysteme 
zweiter Stufe das âufsere Produkt auB den beiden Fundamentalpunkten, 
den Linienteil E 1 S Î = 1, filr das Elementarsystem dritter Stufe setzen 
wir den Flâchenteil der Fundamentalpunkte E t £%]£$ = 1 und im 
Elementarsysteme vierter Stufe hat das âufsere Produkt au a den Eck- 
punkten des Fundamentaltetraeders ala Einheit des Systèmes zu gelten, 
iat E t E a E a E l = 1 zu nehmen. 

Weil ein âufseres Produkt nullter Stufe eine réelle Zahl ist und 
weil eine réelle Zahl als Multîplikator den Karakter eines geometrischen 
Gebildes nicht ândert, sehen wir die reellen Zahlen in Verbindung 
mit geometrischen Grofsen als von nullter Stufe an. 

Das âufsere Produkt (s t E a £„) an sich ist von »*", als Re- 

prâaentant der absoluten Eiuheit im Système w 4 ™ Stufe ist es da- 
gegen von nullter Stufe. 

Im Gegensatze zu der absoluten Einheit, der Einheit des Systèmes, 
nennen wir die geometrischen Elemente, durch deren âufseres Produkt 
die absolute Einheit dargestellt wird, ursprQngliche oder relative Ein- 
heiten. 

Aufser den ursprunglichen Einheiten und der Einheit des Systèmes 
enthâlt das letztere noeh Einheiten zweiter, dritter, .... (w — l) Hler Stufe, 
welche die aufseren Produkte aus zwei, drei, .... (« — 1) relativen 
Einheiten sind und nur geometrische Grofsen, nicht auch absolute 
Einheiten darstellen, denn erst das âufsere Produkt aus den n relativen 
Einheiten ist Reprâsentant der absoluten Einheit. 
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§ 2. Die Ergammng. 

Infolge der in dem vorigen Paragraphen festgesetzten Hypothèse 
aind wir imstande sowohl Produkte ans Rtrecken als auch solehe aus 
Punkten auszuwerten, wenn die Faktorenzahl eine ganz beliebige îet. 

Um nun aber auch Produkte aus geometrisehen Grofsen hôherer 
Stnfe bestimmen und nmformen zu kônnen, bedarf es nocli eines 
weiteren Begriffes, des Begriffes der Ergânznng. 

Fttr jedes System n Ur Stufe ist 

.,«,....,, -i, m 

das âufsere Produkt aus den n in keiner Zahlbeziehung stehenden 
ursprilnglichen Einheiten der absoluten Einheit gleicb. 

Ist daa âufsere Produkt (e, e a . . . e r ) , r<n, gegeben, dann ist 
dasselbe nocb mît dem âufseren Prodakte aus den iibrigen relativen 
Einheiten, mit (c r +i ■ ■•*#) âufserlich zu niultipliziereu, damit die Ein- 
beit des Systèmes erscheint, weshalb wir sagen, es sei die Ergiinzung 
des âufseren Produktes (i t s a ...a r ) das âufsere Produkt (e r +i ... e»), 
und schreiben 

[(«!«,. ... B r ) — (Cr + i. ..«.). 

Es ist also die Stufenzahl der Ergânzuung gleicb der Differenz aus 
der Stufenzahl des Hauptgebietes und der des gegebenen Produktes. 

Der vertikale Strich heifst Erganzungsstrich und wird „Ergânzung" 
gelesen. 

Zufolge der Gleichung (1) diïrfen wir schreiben 

K«,«,... «,) - ( ( M , ...,,) («,+, ...«.) i («;+,.. . ,.). 

Ist nun E = («,«,.,<. e r ), oder das âufsere Produkt aus irgend r ur-, 
sprûnglichen Einheiten, r<^n, E' = (ï r +i ••• *n)j oder das âufsere 
Produkt aus den ubrigen ursprilnglichen Einheiten, dann haben wir 
\E=(EE')E', EE'=±1. 
Ist in dem Gebiete «*** Stufe das âufsere Produkt aus 
den ursprilnglichen Einheiten der absoluten Einheit des 
Systèmes â qui valent, E eine Einheit beliebiger Stufe, 
d. h. entweder eine relative Einheit oder ein âufseres 
Produkt . ans mehreren derselben, so ist die Er'gânzung 
von E diejenige Grôfse E', welehe dem âufseren Produkte 
aus allen in E nicht vorkommenden relativen Einheiten 
gleich oder entgegengesetzt ist, je nachdem das âufsere 
Produkt CEE') der absoluten Einheit gleicb oder entgegen- 
gesetzt ist. 
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Substitmeren wir in die letzte Gleichung fur E die Grbfse mJE, 
daim folgt 

| mE — m{EE')E' — {EE')mE', 
uud aetzen wir in dieser Gleichung £=1, was wegen (1) nach sicli 
zieht, dafa E' verscbwindet, eo ergiebt sicb 
|t» = m. 

Die Ergânzung einer reelleii Zabi ist stets dieser Zabi 
aquîvalent. 

Das aufaere Frodukt ans irgend welchen GrôTsen im Gebiete 

n*" Stnfe nennen wir miter dër Vorauasetzung, dafa s 1 e t e n = 1 ist, 

das auf dièses Gebiet als Hanptgebiet beztlgliche Produkt, kurzweg 
ihr Produkt in diesem Gebiete. Die in dem Vorstebenden entwickelten 
Begrifle genûgen fur die Bebandlung der multiplikativen Verknupfung 
von Gebilden holierer Stufe als der ersten in den verschiedenen geo- 
mefriscben Syatemen. 

In der Geraden ala Streckenaystem ist mit s = 1 jede Strecke 
und somit auch die Erganzung jeder Strecke, das Produkt aus be- 
liebig vielen Strecken équivalent einer Zabi, so dafa wir dieaes 
System ers ter Stufe nicbt weiter zu betrachten haben. Entsprecbendea 
gilfc fur das Gebiet eines Punktes. 



Erster Abechnitt. 
Die ïultiplikation in der Ebene als System zweiter Stnfe. 

§ 3. Produite ans Streoken. 

Als Einbeît des Systèmes wablen wir ein Quadrat, von welchem 
die urspriinglicben Einheiten e, und e 2 zwe ' i n einer Ecke zusammen- 
atofsende Seiten sind, wir aetzen 

(i,^) — 44 — 1, 
und es ist 

Egï, = — fjfj = — 1 . 

Non seî 

a = a,s l + <hht § = &i e i + &a £ a» Y~ e ih. + *i e «i •■• 
dann ist 
a§ •= {a l s i + Oîe s )(&i £ i -f- b t B^) = (a^ — a i h i )t 1 e t = a,\ — a^ , 
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Das âufsere Produkt, oder das anf das Hauptgebiet 
zweiter Stufe al a Ebene beziigliche Produkt au s zwei 
Strecken ist ein Vielfaches der Einheit des Systèmes, eine 
Zahl, dasjenige aua drei Strecken eine Strecke u. s. f. 



§ 4. EinfiilirunE des Begriffes der Ergamnmg. 

Wir konnen uns bierbei auf den in § 2 entwickelten Satz stutzen, 
aber auch direkt verfahren. 

Damit ans den beiden rclativen Einheiten des Systèmes die Ein- 
heit des Systèmes, resp. die absolute Einheit hervorgehe, haben wir 
£ t mit e 2 iiufserlich. zu multiplizieren, daber ist . 
| «i ■= s t , weil s, « 2 = 1 ist, 

| B t = — e lf weil e i e l = — 1 ist, 
auch ist 

l £ i = (.h*î)Hj Ua = (*s*i)*i- 
Aua den Gleichungen 

l*i = *>» l*i — — *i 
folgt, wenn wir anf beiden Seiten derselben die Ergânzungen nehmen, 

l(IO-lv l(l«.)- -K«0, 
d.i. [!», = -«, Ik--v 

Ferner haben wir 

[(IIO --!«., Kll«.) --!«.. 
d.i. III»,--.,, III.,-.,. 

Endlicli ergiebt sich 

l(l,l»,)--|«„ 1(111»,)-!»,, 
d.i. I»,-»,, llll*-* 

Der Ergânzungsstrich operiert in der Ëbene wie der 
Drehungs- oder Schwenkungsfaktor i =\ '— 1, er dreht jede 
Einheitsstrecke durcb einen recbten Winkel. 

Es ist 

|*i«-*«i> [|*, = *V ||i«i— >Vi» IHK — i*s lt .... 
Verstehen wir unter n eine réelle ganze Zahl, dann haben wir 
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Infolge der Eigenschaft des Ergânzungsstriches ergiebt sick, weun a 
irgend eine Strecke bedeutet, immittelbar 

Die Ergânzung einer Strecke ist eine zu dieser normale 
Strecke von derselben Lîinge, aie whd erhalten, wenn wir 
die gegebene Strecke um ihr Anfangselement durch eiuen 
re chien Winkel ini positiven Sinne in der Ebene dru h en. 

Nehmen wir 

so ergiebt sich, weil der Erganzungsstrich wie der Faktor » operiert, 
eine Zabi ungeândert laTst, 

l« — !(fli*i + «Mi) — <*i I «i + <*t\'*t 
|« — o,^ — a,*!- 
Sind mithin die beiden Strecken a und j3 gegeben durch 

so sind die Strecken zu einander senkrecbt and von gleieben Lângen, 
weil dann 

(f = iu 

ist, sagen wir, es sei j3 ans a durch zirkulSre Ànderung hervorgegangen, 
Weiter leiten wir ab 

| s a = î s k = — k 03 — (dj*, -|- djïs) , 

| »b _ i» K [ a « - Ifoe, + «,«,) — — «,«, + t^e, , 

| *« — i*« — a — er,^ + Ojc,. 

Das Produkt aae einer ursprfinglicnen Einheit and deren Er- 
ganzung nennen wir das innere Quadrat der ersteren. Wir erhalten 

.,!«,- 1,1,-1, «,[«.-«*(- O- -«.«■-».«.-! 

und schreiben 

Das innere Quadrat einer relativen Einheit ist équi- 
valent der Einheit des Systèmes, gleich der absoluten 
Einheit. 

Ferner haben wir 

*i I s t == s i( — £ i) =* — £ i e i ■= 0, é t \e 1 ~ «je, — » 0. 

Das Prodnkt aus einer der relativen Eiuheiten und der 
Erganzung der anderen verschwindet. 
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§ 5. Bas innere Produkt ans swei Streokeii, 

Nunmehr betrachten wir das Produkt aus einer beliebigen Strecke 
nnil der Erganzung einer anderen beliebigen Strecke. Zu dem Enile soi 

a = a t s, + a t s tf (i = b l e l -\- b^. 
Damit ergiebt sich 
a|)3 = («,«! + «î*ï)(Mï — Mi) = («i&i+°A) £ i £ 2 = °A + «A , 
(f\a= (&[«! + ^ï £ s)(^i £ s — °s*i) ~ (°A~H°A) £ i e i — ^i + °At 

uiitbin erhalten wir 

a\P = tS\*. 

Ist inabesondere ii = ma, un cl bedeutet £ die Streckeneinheit 
von a, dann haben wir 
ai/3 = aj»tB — ■ mo:| a — ma 2 

= m(as)[(a£) ™ ma ! £JE = ma* 

= m(a I f, + a 3 £ 2 )( a i e * ~ «gO = m (fli' + o**) 6 !^ = «(«i* + «g*)- 
Nehmen wir ferner (3 = m|a, so bekommen wir 

a |(3 = a|(mja) = a(m| ï a) = a(— ma) = — maa — 0, 
a||3 = m(a l e 1 + a^X — a,s L — a, s,) = m-0 = 0. 

Weil biernacb dièses Produkt geltenden Wert bat, wenn seine 
Faktoren gleichartig, wenn aie parallel sind, resp. ineinander liegen, 
verschw inclut:, wenn sie zu einander normal sind, nennen wir dasselbe 
ein inneres Produkt, 

Die Faktoren des inneren Produktes aus zwei Strecken 
sind obne Zeichenwechsel Tertauschbar, dasselbe b eh ait 
geltenden Wert, wenn seine Faktoren gleichartig sind, 
wenn sie in einer Geraden liegen, und es verscb wîndet, 
wenn sie anfein-ander senkrecht steben. 

Wenn = a ist und a = as gesetzt wird, ergiebt sich 
a \ a = k 2 - = (as) | (as) = a*s \ s ■= a 1 , 

Das innere Quadrat einer Strecke ist âquivalent dem 
Quadrate ihrer Lange. Die Lange einer Strecke ist der 
Quadratwurzel aus ihrem inneren Quadrate gleich. 
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§ 6. Âufserea und innerea Produkt ans awei Streeken. 

Sei OA <= a — oe, , ~Ô~B — = 6 f (Fig. 32) und der von 

diesen Streeken eingeschlossene Winkel, ^C (a, fi) = a. F&llen wir 

Tom Punkte B auf den Tïâger von a das Lot £ £, , dann ist 

OB = ÔF, +"ïpï — 0, + /ï, = Vi + Vi> womit 

Wig u - sien ergiebt 

5 «l/»-«!(ft + A)-«lA, 

denn es ist afi t = 0, a\^ = 0, weil im ersten Falle a und p, gleich- 
artig sind, im zweiten « und fi t aufeinander senkreeht stehen. 
Setzen wir nun 

Vftï 6, . Vftl 6, 

— ^ = — = sin a, -^r = — ■» cos a. 

so ergïebt sich 

a(i — ab sm a, a \fi = ab cos a, 

wodurch die Zahlwerte des iiufeereii und inneren Produktes aus zwei 
Streeken durch ihre Lâogen und den von ihnen eingeschlossenen 
Winkel ausgedrùckt sind. 

Das Sufsere Produkt aus zwei Streeken im Système 
zweiter Stufe ist Equivalent dem Produkte ans den Langée 
seiner Faktoren und dem Sinus des von diesen eingeschlos- 
senen Winkels. 

Das innere Produkt aus zwei Streeken im Système 
zweiter Stufe ist équivalent dem Produkte aus den Lângen 
seiner Faktoren und dem Cosinus des von diesen einge- 
schlossenen Winkels. 

Setzen wir 1 fi = ifi = fi', dann ist 

a | fi = a fi', ab cos (a, fi) = ab sin (a, fi') , 
eos (a, fi) = sin (a, fi"), 
und nehmen wir fi = \ fi", d. i. fi" = i s fi, so ergiebt sich 
afi = a]fi", ab sin (a, fi) = ab cos («, fi") 
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Damit ist (1er Zusammenhang zwischen de m inneren und aufseren 
Prodnkte aus zwei Strecken dargcthan , jedes innere Produkt kann 
durch ein Safseres und jedes aufsere durch ein inneres Produkt er- 
setzt werden. 



§ 7. Die Erganaung einer Somme von Strecken und daa Distribu- 
tivîtâtsgesetz des inneren Produktes ans zwei Strecken. 

Die Multiplication in der Gleiehung 
m + f-r 
mit dem Drehfaktor i ergiebt 

i(a + |3) — ia + i/3 = iy 

Ah - l(« + «-l« + l/ï-lr : 

Die Ergadzung einer Somme yoû Strecken ist gleieh der 
Siimme der Ergânzungen ihrer Posten, und die Summe der 
Ergânzungen von Strecken ist gleieh der Ergânzung der 
Summe dieser Strecken. 

Sei |/3 =■ 0,, \y = y l , \a ™ u v dann ist 

«|tf + iO-«(l/> + liO-«O!, + rO-«ft + «}ï-«l0 + «li'.. 
(fi + r)\" - (fi + »)«, — fa + r* -P\« + r l«, 

es ist also 

•\V + t)--\f + m\r, (P + r)\«-fi\' + r\: 

welche Helationen die vollkoinmene Distributivitat des inneren Pro- 
duktes zweier Strecken in der Ebene ausdrUcken , welche bereits 
darin liegt, dafs fiir das innere Produkt ein 'aufsere s substituiert 

werden kami. 



§ 8. Das Produkt ans den Ergânzungen von zwei Strecken. 
Wir haben die Gleichungen 

l«il«i — h(— «0 — «i«. — i, 

folglicb ist 

l«il»i"-|( e i s .)- 
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Nun ergiebt sich, wenn wir nehmen, 

!(*«— |[(«i*i + Oi*)(Mi + *.*•)] = I U«A - «.M «.M 

= [o,6 t — ff t UI(*i4) — («A — oA), 
|a|^ = (a,e a — <Vi)& £ î — 6 î e i ) = (« i 6 î — Ogft,)^*, 

= («i6g — «A)j 
folglich ist 

|.|;-|(«A. 

Das Produkt ans den Erganzungen von zwei Strecken in 
der Ebene ist gleicli der Ergânzung des Produites aus diesen 
Strecken. 

§ 9. Ableitnng der Grundformeln der Goniometrie. 

Es seieo a und (i zwei in demselben Punkte entspringende, zu 
T . 3S einander senkrechte Strecken (Fig. 33), von denen 

__ jede die Lange Eins besitzt, 

J" *t ') i, .. . 

1 a — i'Ej^xe, +y£ S j 




p = ia = i n -r , ë 1 = t"5 î '=-%i£ 1 -\-yit î = xs i ~ye l , 
in welcbem Falle wir sagen, dafa die Strecken a 
und (i aus den ursprûnglicben Einbeiten s, und 
f 2 dnrcb zirkulare Ànderungen hervorgegangen seien. 
Zunâchst ist 

«i _ (i- fl )l _ („,, + , e ,)l _ („, + ;,,,)! (, % +„«,) , 
woraus folgt 

i -*■ + »■. m 

Ferner baben wir 

*»£, = xs l + j/*2 = * £ i + ï* £ i *= (# + y*) £ i > 

demnacb mufs sein 

*•-* + »;. (2) 

Weiter erbalten wir 

1 = a; 2 -f y" = (a; -f yi) (a: — y») = t n (a: — #î), 
woraus herTorgeht 



p) 



Nun ergiebt aicb durch (2) + (3), sodann durch (2) — (3) 
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Ableitung der Grundformeln der Qoniometrie. 
Setzen wir jetzt 

..•_!E2_.™. .._VfcS. 
y* 

daim folgt 



sina ■ 
und darans geht hervor 



(4) 

(S) 



™ =J a: == Cobo j" + f » ' 

x cob a «" + t — " ■ 

° y Bina ("_ ™ « ' 

Noch liaben wir 

c 1 |«=(a!É I +!/E a )|£ 1 = ; r, 

ao date auch ist 

cob a = S[ | a , sîn a => *i « , 

tg a = ■—■ r cotg a = '-^ ■ 

Aus âiesen Relationen folgt mit a •= e tt ë s , — e lt — s it e lt dafs 

cosO-=l 7 cos«-ot=0, co6«= — 1, cos -5-»™ 0, cos2je = 1, 

sin0 = 0, sin— a«=l, sinjr = 0, iioyi« — 1, sin2« — 

ist, zu welchen Resultaten wir auch gelangen, wenn wir in den For- 
laeln (4) und (5) nacheinander » = 0, 1, 2, 3, 4 setzen. 

Substituieren wir in (4) und (5) an S telle von a den entgegen- 
gesetzten Winkel — a und dem entsprechend — « ffir n, so ergiebt sich 

C09( __ û) = — ^^ —. i— - cos a, (6) 

sin(-o) — - — =^ — ~*-"ir - — ainû - < 7 > 

Um den Cosinus und den Sinus der Somme und der Differenz zweier 

Winkel zu entwickeln, sei 

i"> = x i +fti, ^ = «8 + ^*, *■>+"»,= a + pt, 

dann ist 

iH +* _ j-.j», ,_ ^ + ^^ -4- î/ a 0, 
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raithin haben wir 

x -f yi — Xl Xt — y,y 3 + 0/i^s + ^i9î)'. 
welche Gleichuug nur dann existieren kann, wenn 

x = x x x t — y^g, - y •= y t x t + ^y ( 
ist, was zu den Relationen ftihrt 

cos (a, + a i) = cos û i C0B °a — B ' n a i bîh ct s , 
sin (dï + a a ) = sin a t cos ctj + cos a, sin Og , 
and tiorans folgt mit Rflckaicht auf die Gleicbungen (6) und (7) 
coa (a t — Oj) ■= cos a, cos a a •{- sin % sin a^ , 
sin (a t — Og) = ain ûi cos dj — coa û t sin a,. 

Setzen wir in diesen Formeln 0, ■= -^ m > fl ï = °j uann finden wir 

coa ( y re -f- ") = — sin a , sin ( y œ + al = coa û , 

coa (yjr — a ) = sina, ain (yï — a ) = cosû, 

und ebenso ergeben sicb hier ans die entBprechenden Formeln fur 
cos (m + et) , sin (st + a), wenn wîr Q, = «, a 2 = a wahlen n. s. £ 
Nebmen wir jetzt insbeaondere x l = x 2 , y 1 = y i , n 1 =n î = wan, 
dann ist 

x = x t s — y, 8 , y m» 2x 1 $(, 
mithin baben wir 

cos2o = 008*0 — sin*o, sin 2a = 2 sin a coa a. 
Weil 

*i' + ?i S = ! » * ■* *i 2 — y* 
ist, so erbalten wir nocb 

Xi _ ( Vi — *-%-, 

daher entstehen die Relationen 



nos "Q = - , sin *0 = 5 . 

Ans der Grleichnng 

>•-« + /> (8) 

folgt durch innere Quadratur ihrer Seiten 

^_«i+|jl+2«|/), 
d. h. c' — a'+b' +2o5 cos («, ft. 
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Ferner bekommen wir, wenn wir die Seiten der Oleichung (8) 
mit | y multiplizieren, 

r* — «Ir + flr* 

* " C = a eos (a, y) -\-b cob (/ï, y). 

Multiplizieren wir dieselbe Gleichurig nacheinander mit a, fi und y, 

80 folgt 

ay = afi, fly = (ia, ya *= {iy , 
mithin ist 

afl = y{i = ay, 

ab aie (a, fi) •= bc sin (y, fi) — co sin (a, y) , 

woraus hervorgeht 

a: b : c = sin (y,/î) : sin (a,y) : sin (a,0). 



§ 10. LoBirag planîmetrisoher Aafgaben. 

1) „Die drei Hôhenlinien eines Dreiecks scbneiden sien in einem 
Punkte." 

Seieu a, fi und y die Trager der Eckpnnkte A, B und C des 

Dreiecka ABC bezuglich des Punktes (Fig. 34), sei H der Schnitt- 

punkt der aus A und B auf die Seiten jfC und CA gefallten Lote 

AD und BE, Ô~H = g. Weil das innere Produkt 

Fig. 34. aus zwei zu einander senkrecbten Strecken ver- 

schwindet, so ist 

(£— a)\(p — y) = fttr die erste Hôhe, 

C£— P)\(y — «) =° fur die zweite Hôhe, 
oder 

t\V-r)—\V-T}-0, 

S|fr-«)-^|0-«)-0. 
Dnrch die Addition der beiden letzten Gleichutjgen ergiebt sicb 

(g-rt|(/î-«)-0. 
Demnach steht die durch die Punkte C und S gehende gerade Linie 
auf der Dreiecksseite AB senkreclit, sie fâllt sonach mit der dritten 
Hohenlinie GF des Dreiecks zusammen. Daher schneiden sich die 
drei Hohenlinien einea Dreiecks in einem Punkte. 

Kraft, Afarlh dis geomotr. Kalkols. 8 
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Kup, 4, g 10. 



2) Seien die Seiten eines Dreiecks OA = a 
(Fig. 35), ao dafs 

18t. 



AB^p, OB=r 




Die innere Quadratur der beiden Seiten dieser Gleichung giebt 
„, i* = »l + /!* + 2«l/>- 

Dièse Gleichung eagt uns: 
„Das Quadrat ûber einer Seite eines 
Dreiecks ist gleich der Su m me der Quadrate 
ûber den beiden anderen Dreiecksseiten und 
dem doppelten Parallélogramme aus einer 
dieser Seiten and der Ergànzung der anderen 
Seite." 

Auf die Figur nbertragen heifst dies: 

# 0BC& — # OAA^A % + # ABB t B t + 2 # O^J), , 

# OBC v C % — # OAA^ + # ABB t B, — # OE 1 EA i 

und nur die Lage der Spathecke ist die richtige, welche die 
Figur giebt. 

Non ist mit a\fi = 0, also fur ein rechtwinkliges Dreîeck, 

yX = «i -(- jji 

In di«sem Falle verschwindet das Farallelogramm OAEE, und es ist 

# OBCCt = # OAA t A, + # ABB t B„ 
womit das Bild filr den Satz des Pjthagoras gegeben ist. 

3) Sei die Figar OABC (Fig. 36) ein Paral- 

^ m e . sa. ^ lelogramm, 

ÔB=>y, CA = S, 
womit wir haben 

? = « + P, ^«-?. (1) 

Werden die Seiten dieser Gleichungen auf das innere Quadrat er- 
hoben, dann ergiebt sien 

«2 — (o — 0)1 _ „î — 2« | + /)*.( 
Die Addition der Gleichungen (2) filhrt zu 

,,1-f Ji_2(«i + /S*). 



(2) 
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„Die Suinme der Qnadrate ttber den Diagonalen eines Parallélo- 
grammes ist gleich der Summe der Quadrate Qber seinen Seiteti." 

Die Subtraktion der zweiten von der ersten der Gleichungen (2) 
giebt 

„Die Differenz der Quadrate uber den Diagonalen eines Parallélo- 
grammes ist gleicb dem vierfacben Spathecke iiber einer seiner Seiten 
und der Erganzung der anstofsenden Seïte." 

Aus den Gleicbungen (1) folgt 

y\8 - (« + (3)|(« - 0) - ** - p.. 

„Das Spatbeck iiber einer Diagonalen und der Erganzung der 
anderen Diagonalen eines Parallélogrammes ist gleicb der Differenz 
der Quadrate Qber den in einer Ecke zusammenstofaeûden Seiten 
deeselben." 

4) ...lut ein beliebiger Pnnkt in der Ebene eines Dreiecks ABC, 
dann ist die Summe der Quadrate Qber den Seiten des Dreiecks gleicb 
der dreifachen Summe der Quadrate Uber den Trâgern seiner Eck- 
punkte, mit als Beziehungspunkt, verinindert um das Quadrat Qber 
der dreifacben Trâgerlange des Scbnittpnnktes S seiner Transversal en 
durch die Ecken und die Mittelpunkte der gegenilberliegenden Seiten 
des Dreiecks." 

Sei OÂ = a, OB = p, ÔC=y, 5S — £. Dann ist 

folglicb, indem wir die Seiten dieser Gleichung auf das innere Quadrat 
erheben, 

^ +/ )l + yl + 2(«|(l+^|, + ,i«)_9{l. (1) 

Ferner liaben wir 

Jm + mh + CÂ* — (fi- o)i + (y— 0)1 + («— ?)* 

_2(^ + ^ + rt-8(«|/J + (l|j. + J'|«). (2) 
Nun ergiebt sich aue (1) und (2) 

Alh + £& + ÇA*- — 3(o» + 0* + y*) — 9P 

— 3(OAi + OBi _|_ ôci) _ (3ÔS)», 
womit der voratehende Satz bewiesen ist. 
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§ 11. Die Kreislinie in dor Ebene. 

1) Streckengleichungen der Kreislinie. Sei Jlf der Mittel- 
punkt eines Kreiaea, U ein beliebiger Punkt deaaelben, ein willkùrlich 
gewâhlter Punkt aeiner Ebene, V — M=°a, 
£-0 — n, U-0 = ç (Fig. 37). 

Damit folgt ans dem Dreiecke der Punkbe 
0, M und V 

ç — n = c(. 

Nun ist die Lange der Strecke a bei allen Lagen 
des Punktea U konstant, waa wir auszudrilcken 
haben, um zu einer Grleichung des Kreiaea zu 

gelangen. Deshalb erheben wir die beiden Seiten der letzten Gleichung 

auf ibr inneres Quadrat, was giebt 

(e-e) 1 -« 2 , (1) 

oder, indem wir die Klammer auf der linken Seite dieaer Gleichung 
Ibsen und daa daraus bervorgeheude Ergebnis etwaa umformen, 

pi— 2(L\ç-=a^-~ pi, 

ci — 2fi|p — a" — m 3 = <*, (2) 

womit eine S trecken gleichung der Kreislinie gefanden ist. 

Bezeichnen wir den von der Durchmeaserlinie OM und dem 
Fahrstrable (U — 0) eïngeschlossenen variablen Winkel mit n), so 
erhalten wir, wenn wir in (2) von den Strecken za den Zablen flber- 
gehen, 

r* ~ 2mr cos tu — c s . 

Daa ist die sogenannte Polargleicbung des Kreiaea mit einer Durch- 
measerlinie als Polaraxe, r als Fabrstrabllânge und n) als Polarwinkel. 

Sei jetzt Ursprung rechtwinkliger Koordinaten, deren Axen 
mit den Einheitsatrecken e 1 und e 3 gegen die Yerbindungslinie der 
Pnnkte und M beliebig geneigt aind , sei [i = m, e, + m i e % , 
a •= a 1 s 1 -j- OjE^, Q = xs t + J/^î- 

Die Substitution dieaer Werte in die (1) giebt 

[(* — «0* + (? - «OM 1 = («i^i + *&, 

woraus folgt 

(x — m,) 2 + (y — n^) 2 = a* + a* ■= « 8 , 
oder 

x* + y* - Sfoas + m,?) = o s - (m* + «,•) = o s - m», (3) 

ao dafa wir haben 



jMj + y a 1 — m l (m 1 — 2x) - 



, y Google 



Die Kreislinie in der Ebene. 117 

Dadurch erhalten wir^a1s->eine weitere Strecken gleichung des Ereises 

9 ~ ^^fw'** 2 — tt( i( M 'i — 2x) — xjs % . (4) 

Fallt der Punkt mit dem Punk te A des Ereises zusammen, dami 

ist (i 3 - = «*, was die Gleichungen giebt 

pl_2^(. = 0, (5) 

r — 2m cos m — 0, # ! •+ y 2 — 2(m t x -f- flirf) = 0. 
Wenn der Punkt mit dem Punkte M koinzidîert, dann ist p. = 0, 
folglich 

çi = a* 
r = a, x 2 -J- j/ 2 = a*, 
welcbe Gleichungen die sogenaimten Mittelpunkta gleichungen des 
Kreises sind. 

2) Die Durchmesserlinie OM schneidet die Kreislinie in den 
Punkten A und B, mit A als Pol ist auch, wegen (5), 

9J(p — SfO-0, 
aber es ist ç — 2p — (IT— A) — (B — A) = (U— B), daher ist 
■(D"-A)|(ïr-5) — 0. 
„Jeder Winkel im Halbkreise ist ein rechter Winkel." 

3) Sei die Gleichung eiues Ereises 

Irgend eine gerade Linie mit der EinheitBstrecke £ liât, wenn sie 
durcb den Endpunkt von j3 geht und m ihr Fahrstrahl ist, die 
Gleichung 

Fflr etwaige geme insame Punkte dieser Linie und des Ereises 
mufs oj = p, mithin 

(fi + ue - fr - ai 
sein, ans welcher Bedingung folgt 

tf- »(,>-, |0»_«l_0i_ ( i» + Jfl ft 
d. h. _ _J 

»- «IO-» ±n«i(c-W î + « 1 ->-F l + 2/'IC- 
Substituieren wir dièse Werte der Variablen M in die Gleichung der 
geraden Linie, 80 erhalten wir ala Fabrstrahlen der Schnittpunkte 



es schneidet sonach im allgemeinen eine gerade Linie einen Kreis in 
zwei Punkten. 
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Mit (3 = ergiebt aich 



denn es ist 














(«le) 1 - 


-c 1 


= m s 


COB'( 


.,c) 




m a sîo* (é 


■>>--( 


Nun ist 


0), - 


(«le 
e 1 - 












m, 
J. h. 


1— 

-i' 


= einer Konstanten, 


c«crt»i«, 


oder, wem 


wir 


ta, = 


. p,- 


-o. 

OP 


dj = P s - 


- setzet 


, 



(«c) 1 - 



„Nehmen wir auf einer, eiiieu Kreis in den Punkten F i und P s 
schneidenden geraden Linie eiueu dritten Punkt belicbijr an, dann 
ist stets das Produkt ans den Langen der zwiscben diesem Punis tu 
und den Scbnittpunkten liegenden Strecken von konstantem Werte, 
oder das Rechteck aus der einen und der Ergànzung der anderen 
Strecke von konstanter Flâche." 

4) Es soll die Beziebung zwiscben dem Mittelpunkte 8 der 

Eckpunkte A, B und C eines beliebigen Dreiecks (Fig. 38), dem 

Schmttpunkte H seiner Hôhenlinien und dem Mittelpunkte M des 

diesem Dreiecke umschriebenen Kreises aufgesucht 




Sind a, 0, y, |, 17 und £ die Polstrecken der 
Puntte A, B, C, S, M und M resp., dann ist 

l-ïb> + P + r), (i) 

(«_,)|(/!-,)_0, (2) 

V-p-to-tï 1 - (3) 

Durcb Ausfilbrung der inneren Multiplication und Umformung 
des so sicb ergebenden Résultâtes gebt die (3) ttber in 

V + r — *t)\(t-r)-o. (4) 

Nun ergiebt aich mit (2) und (4) 

<a + p + r -,-2t)\(P-r)-o, 

und wenn wir die (1) beachten, ao wird 

(3|-,-2£)|»-y)-0. 
Jetzt von der Ecke B, sodann von der Ecke C ausgeheni], erhalten wir 

(3£-,-2S)!fr-«)-0, 

(3{ - , - SQIC- - « - 0. 
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Die drei letzten Gleichungen kônnen zusammen nur dann bestehen, wenn 
3|-ij — 2g = 

ist. In dieser Formel ist die Koeffizientensumme gleich Nul], folglich 
liegen die Punkte S, H und M in gerader Linie. Wir erkennen ans 
ihr, resp. aus 

dafs der Punkt S die Strecke (M — H) im Verhâltnisse 2:1 teilt und 
dem Punkte M zunâchst ltegt. 

5) Die Gleichung der Berâhnwgslinie eines Kreises. — Ist eine 
gerade Linie Tangente an einen Kreia, dann hat aie nur einen Punkt 
mit demselben gemeinsam, so dafa nach 3) 

ist. Nun haben wir 

»l(»— fO — (»y)8|[(e!(0«— ri — («Iri' — (*[*»)■ — °» 

mitbin ist die Beriihrungslinie senkrecht zu der Halbmesserstreeke des 
BerQhrungspunktes. 

Nunmehr gehen wir der Einfachheit halber Ton der Mittelpunkt- 
gleichung des Kreises 

pi = a* 

aus, und es sei r der Fahrstrahl eines beliebigen Punktes V der 
Tangente, dann ist 

«[(«-«) _0, 
daber 

a\t = a 2 , oder p|r = a ï 

die Gleichung der Berahrungslinie, nnd es iâllt die sogenannte 
Normale der Kurve mit dem Radius des Berflbrungspunktes zusammen. 
Setzen wir p = We 1 -\- j/f a , z = x 1 B 1 + y l e 2 , dann ist 

(xs 1 + y «01 fa *i + Vt h) — a \ 
woraus 

««î + yi/i = °* 

als Gleichung der Tangente in Cartesischen Koordinaten folgt. 

Fur den Schnittpunkt der Beriihrungslinie und der Abscissen- 
axe ist 

folglich ist der Fahrstrahl dièses Punktes 
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6) Aus (1er Kreisgleichung 

folgt ___ 

r •= m C08 TO + j/a* — m* sin s m . 

Dièse quadratische Gleichung hat zwei gleiche Wurzeln, wenn 
ain H) -= a : m ist, der F ah rs trahi y wird daim zur Berfihrungslinie, 
uud weil die Gleichung 

r = m cos W = m cos (2* — Ri) 
b estent, so konnen vfln einem Punkte aufserhalb eîner Kreislinie zwei 
Tangenten an dieselbe gezogen werden, die mit dem Strahle (i gleiche 
Winkel einschlielsen. 

Sei T der Schnittpunkt der Tangenten in T t und T t (Pig. 39), 
MT— fi, MT l — q, dann ist die Gleichung der Tangente TT, 

Pig. 39. ç\t = a 3 , (1) 

-,-' und weil dièse Tangente durch den Punkt T geht, 

so ist au ch 

ni?-*: 

Denken wir uns nun ç variabel, p = <J, dann be- 
steht die Gleichung 

«|/l = a', (2) 

welche diejenige einer zu /3 senkrechten geraden Linîe ist. Denn ist « 
der Fabrstrahl der durch den Endpunkt von y gehenden und zu y 
senkrechten geraden Linie mit dem Ânfangselemente von y als Be- 
ziehuugspunkt, so ist ihre Gleichung 

(tf — y)\y = 0, oder a\y -- y-, 
mitliin ist aucli 

<s\ny = ny 2 - 

und, wenn wir ny = fi, ny 2 - = a s setzen, 

ff|j3-=o B 
die Gleichung einer zu fi normalen geraden Linie. 

Aber die Gleichung (1) genugt den beiden Beruhrungspunkten T x 
und T 2 , daher fàllt die durch (2) gegebene gerade Linie mit der Be- 
rilhrungssehne zusammen, so data (2) die Gleichung der Beriîhrungs- 
sehne ist und letztere senkrecht auf der Verbindungslinie des Kreis- 
mittelpunktes und des Schnittpunktes der beiden Tangenten ist. 

7) Durch einen festen Punkt P sei eine beliebige Sekante einer 
Kreislinie gezogen, welche mit der Kurve die Punkte T, und T s 
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gemein liât, und es sei T der Sclinittpunkt der Tangenten in diesen 
Punkten (Fig. 39). Der Kreisinittelpunkt M sei Koordinatenursprung, 
ferner sei MT = ft , MP= i y, e Fahrstrahl der Beruhnrngssehne, 
deren Gleichung 



Weil die Berulirungssehne durcb den Punkt P- geht, mnfs 



sein. Dreht sieh nun die Sekante um den Punkt P, dann wird /î 
variabel und die letzte Gleichung stellt eine zu y senkrechte gerade 
Linie ilar, welche dureh den Punkt T geht. Das fuhrt zu detn Satze: 
„Dreht sieh eine Kreissekante um irgend einen iixen Punkt in 
ihr (den Pol), so beschreibt der Schnîttpunkt der Tangenten in den 
gemeinsamen Punkten von Kreislinie und Sekante eine zu der Ver- 
bindungslinie des festen Punktes und des Kreiszentrums senkrechte 
gerade Linie (die Polare). Beschreibt der Schnittpunkt zweier Kreis- 
tangenten eine gerade Linie, dann dreht sich die Bertihrungssekante 
um einen festen Punkt in ihr, den Pol dieser geraden Linie, welcher 
der Schnittpunkt der Sekante und des durch den Mittelpunkt des 
Kreises gehenden, zu der ersten geraden Linie senkrechten Strables ist" 



Zweiter Àbschnifct. 
Die Mnltiplikation im Baume als System drltter Stufe. 

§ 12. Produite ans Streoken. 

Als Einheit des Systèmes wâhlen wir einen Wurfel, von welchem 
die ursprûnglichen Einbeiten des Systèmes £,, £, und t s in einer seiner 
Ecken zusammenstofsende Kanten sind, wodurch wir das aufsere Produkt 

e l e i e t = 1 
zu setzen haben. 

Der Rau m als System dritter Stufe enthalt drei relative Ein- 
heiten, drei Einbeiten zweiter Stufe s 1 e ï , e 2 e 3 und e,^ und die Einheit 
dritter Stufe, die des Systèmes, aufserdem keine weitere Einheit. 
Dabei kbnnen irgend drei wechselseitig zu einander normale Strecken 
von gleichen Lângcn als urspriingliche Einbeiten gewahlt werden. 
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Sei 

*=i *=i 

dann ist 

= (a,& a — Ojtjjî,^ + (flj&j — Oj&^Ms *t" ( a A — a A)*s s i» 

= l(«A— «AH+( a A— «AK + OA — «AteKvi 
— ^444 — ^/, 



Das Produkt aue zwei Strecken ist eine Vielfachen- 
s uni me der Einheiten zwei ter Stufe, dasjenige ans drei 
Strecken ein Vîelfaches der Einheit des Systèmes, das- 
jenige aus yier Strecken eine Strecke, ein Vielfaches des 
letzten Faktors, eine Vielfachensumme aus de 11 relativen 
Einheiten, dasjenige ans fQnf Strecken wieder eine GrôEse 
zweiter Stufe u. s. f. 

Don Koeffizienten zf eines Produktes aus drei. Strecken 
nennen wir die Déterminante dièses Produktes, verschwindet 
sie,. so sind die Faktoren einer Ebene parallel. Aile drei- 
i'aktorigen Streckenprodukte sind auch jetzt noch gleich- 
artige Grëfsen, deun sie sind Zahlen équivalent. 



§ 13. Einftitarnng des ttegriffes der Erganaung. 

Ist die relative Einheit s, gegeben, so haben wir dieselbe mit 
der Einheit (e 2 ï 3 ) aufserlich zu multiplizieren, damit die Einheit dritter 
Stufe entsteht, weshalb wir sagen, es sei die Ergaozung von e l gleich 
dem àufseren Produkte (e,« s ) und schreiben 

*i""£j£ a , weil £ t (£ 2 £ 3 ) = 1 ist, 



\;-Hh, 


„ «.(«.«,) — 1 „ 


\h -«.'., 


„ «,(«,»■) -1 „ 


gekehrt haben wir 




!(*,«.)-»■ 


, weil (s s É B )f, = 1 ist, 


\(.h',)-h 


, „ («.«,)«.-! ,, 


!(«,«.) - h 


, „ («,»,)«,-! „ 
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Multiplikation im Raume ala System dritter Stufe. Ftodukt aus Strccken. 123 

Beziehen wir dièse Ergebnîsse auf den EiûheitswÛrfel (Fig. 40), 
dann folgt: 

Die Erg&nzung einer urspriinglichen Einheit ist, équi- 
valent der zu ihr normalen Flâcheneinheit, und die Er- 
ganzung eines Einheitsfeldes ist équivalent der 
Me- «■ zu ihr senkrechten Einheit erster Stufe. - 

k Weiter erhalten wir 

/},(\ l(«i^s,) — «,«(S, = 1. 

y \/V~ Die Ergânzung der Einheit des Systèmes ist 

À dieser gleich, eventuell gleich der absoluten 

Einheit 
Die Stufenzahl der Ergânzung einer Einheit ist gleich 
dem Unterschiede der Stufenzahlen des Hauptgebietes und 
dieser Einheit. 
Weil 

El ( fi f B ) = 1 , £,(«,£,) = 1 , £,&!>,) -= 1 

ist, so haben wir 

S X W~\, £ t \t a = 1, ï 3 [* 3 = 1, 
oder 

Weil 

C-i^-k-1, (Vbk-L (v.)*-i 
ist, ziehen wir die Resultute 

(»,«0K»,«0~i, hOlhO-i. (vOKvO -', 

oder 

Weil 

(«,«,«,) - |(i, vJ - 1 
ist, so ergiebt sich 

( £l e af3 )i = l. 

Das innere Quadrat einer jeden Einheit ist gleich der 
Einheit des Systèmes, gleich der absoluten Einheit. 
Wir haben 

k-Vi. Kvfc) — »i« 

folglich ist 

w = i(«»o = «h i w s ) = i £ i — «t^j 

l'«i = l*i — Vs> l 3 fe e 3 ) = l(*%) — h> 

nocb ist 

l"(w.) - !-i - 1- 

«un Google 



124 Eap. 4, g 13. 

Die doppelte Erganzung jeder Einheit îst dieser Einheit 
;;leieh, ebenso die vierfache Erganzung. Dagegen iat die 
dreifache Erganzung ciner relativen Einheit équivalent 
de m zu ihr senkrechteu Einheitsfeldë, die dreifache Er~ 
gânzung eines Einheitsi'eldes der zu ihm normal en Ein- 
heitsstrecke gleieh, und die dreifache Erganzung der Ein- 
heit des Systèmes ist ihr selbst iiquivalent. Die «fâche 
Erganzung der Einheit des Systèmes, unter n irgend eine 
ganze positive Zahl verstanden, ist gleieh dieser Einheit 

Im Raume als System dritter Stufe operiert mithin der Er- 
gânzungsstrieh als ein Verwandlungsfaktor, wohingegen er in der 
Ebene aïs System zweiter Stufe ein Schwenkungsfaktor ist, 

Sei die Strecke 

a = as lt 
dann ist, weil der Ergânzungsstrich nur an eîner geometrischen 
Grofae operiert, 

|.-K«0-«l«k-«h*)-«. 

wenn wir das afacbe eines Einheitsfeldea mit 8t bezeichnen, und weil 
wir irgend drei zu einander senkrechte Strecken von gleichen Lângen 
als die ursprunglichen Einheiten des Systèmes wâhlen konnen, so 
folgt der Satz: 

Die Erganzung einer beliebigen Strecke ist ein zu ihr 
senkrechtes Feld, deasen Flachenzahl gleieh der Langen- 
zahl der Strecke ist und dessen Entstehungssinn voie End- 
elemente der Strecke aua gesehen positiv eracheint 

Ist die Strecke a eine Vielfachenaumme aller relativen Ein- 
heiten, ist 

a = a i s i + a i s î + a 3 h > 
dann haben wir infolge der Eigenschaft dea Ergânzungsfaktors 
\a = \(a l s 1 + a s e t + a a s t ) 
= a 1 \ê 1 +a i \e s + a 3 \t 3 , 
i« — OiOïO + «i(Vi) + <*(*i«i) = H, 
womit die Erganzung einer Strecke als eine Vielfacheosumme der 
Einheiten zweiter Stufe dargestellt ersebeint und sich zeigt, dafs dièse 
Vervielfachensumme eiuem Felde équivalent iat. 
Ist umgekehrt das Feld 

dann ist 
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Die Evgauzung im Eanmc aie System dritter Stnfe. 125 

Die Ergânzung eines Feldes ist âquivalent einer zu ihr senk- 
recbten Streeke, die Laugenzabl der letzteren iat gleich der Flâchen- 
zabl des Feldes und von ilirem Endelemente ans erscheint das Feld 
im positiven Sinne entstanden, 

Setzen wir 

91 = ^(cjéj) + a,(t,tt) + a 8 ( £ i £ s) i 
80 ergiebt sich 

|SC_ «,|ta«0 + «■[(«.«■) + «,IM). 
I« _«,*, + «,«, + <>,*,, 

die Ergânzung eines beliebigen Feldes als eine Vielfachensumme der 
ursprûnglichen Einheiten. 

Weil die Gleichungen besteben 

i« — a, |« — », 

so haben wir 

|»« — |«-«, |"«-|« — «, 

|><c_|a = 21, |»2t = |3(=«, 

|* a = ]2t=«, |*« = |b — a. 

Mitbin gelten die oben fiir Einbeiten erster und zweiter Stufe aus- 
gesprochenen Sâtze anch fiir beliebige Strecken und beliebige Felder. 
Durch die Eigenscbaft der Ergânzung sind wir in der Lage, be- 
liebige Felder in hochst einfacher Weise zu addieren. 

Setzen wir namlich 

dann ist 



2^-2i"'=\2"-\" 



Eine Summe von Feldern ist wieder ein Feld, dasselbe 
ist gleich der Ergânzung der Summe der Ergânzungstrecken 
der zu addierenden Felder. Der Ort des Summenfeldes ist 
willkûrlicli, nur seine Stellung, seine GrÔfse und sein Ent- 
stebungssinn sind eindeutig bestimrat. Schliefst sicb das 
SummationBpolygon der Ergiînzungsstrecken, dann ver- 
schwindet das Summenfeld. 

Die Unbeatîmmtheit des Ortes des Summenfeldes liegt darin, dais 
die Gleicbbeit der Strecken nur durch deren Ricbtung, ihren Bichtungs- 
ainn und ibre Grofse bedingt ist, wodurch Felder in parallelen Ebenen 
zu gleicbartigen Grôfsen werden. 
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Es ist, wenn wir a = a£ lt 81 — a(fi,6,) setzen, 





«^ = 


■-a*, 


a 


— V'oï, 


alao 


9t|2t = 


a(s s i 


01 [«(«.«.)] ■ 


— l/5ï 


Ferner 


baben wir 








mithin auch 




«!,,_«,, 


!«.-«, 


Weiter 


ist 




fl = a £ 





woraus folgt, wenn wir die Seiten der letzten Gleichung mît e t 

multiplizieren, 

demi mit a = («j3) ist É,(tt|3) = («0)*,. 

Die Langenzahl einer beliebigen Strecke ist gleicb der 
Quadratwurzel au s ibrem inuereu Quadrate, gleicb de m 
Produkte aus ibr und der Ergânzung îhrer Einbeitsstrecke. 
Die Flîïclieiizalil eines beliebigen Feldes ist gleicb der 
Quadratwurzel aus seinem innereii Quadrate, gleicb der- 
jenigen aus deui inneren Quadrate seiner Ergânzungsstrecke, 
gleicb dem àufserun Produkte aus ibm und seiner Stellungs- 
strecke. 

Eine zu eiuer Ebeiie senkrecbte Strecke von der Lange Eins und 
von deren Endelement aus gesehen die Ebene poaitiven Entstebungs- 
sinn zejgt, nennen wir nanilicb die Stellungsstreeke dieser Ebene, denn 
durcb eine solche Strecke ist die Neigung und der Entstebuugssinn 
der Ebene yollstândig bestimmt 

§ 14. Das innere Produkt aus zwei Streoken und dasjenige 
aus zwei Feldern. 

Das aufsere Produkt aus einer Grëfee und der Ergânzung einer 
anderen Griîfse beifst das innere Produkt aus dîesen Grofsen. 
Wir diirien setzen 

tt \fi = «SS, mit |jï = S3, 
a|i»=aj3, mit |8— jS. 
Darait ist die Multiplikation auf die aufsere zurûckgefiihrt worden. 
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Dae innere Produkt aua zwei Strecken und. dasjenige ans zwei Feldern. 127 

Der Wert eines jeden dieser Produkte ist eïner GrÔfse dritter 
Stufe, resp. eiiier Zabi gleich, denn die Summe der Stufenzahlen ihrer 
Faktoren ist der StufenzaM des Hauptgebietea gleich. 

Inde m wir setzen 

« = a l£l + a,e 3 + a,*, = |«, fi- Vi + &,*, + M» = |8, 
or h ait en wir 

«10 — (°i £ i + «Va + °s E s) (Vi«» + Ms«i + *b*i«0 

= a r 6, -{- Og6 a + «b&sï 
fi\a = (^e, + ^s, + &„«„) (aj*,*, + dje,*, + «j*i e î) 

— «[6, + flî&a + a 3^»i 
V|8— K^ + a,« s *k + «*«i*i) (Mi + «j* + Ms) 

= »!&! + Oj&j + a B &j, 

»|* = &** + W, + fcsï.Éj) (0,4 + a s £ a + Ogî,,) 

folglich ist 

a\fi — fi\a, «|S — 8|«. 

Nehinen wir a = ae lt was der Allgemeinheit keinen Eiutrag tbut, 
so ergiebt sicb, indem b die Lange von ist, 

«10 — oéiKMi + Mi + Mb) = «&i — «* y, 
rnithin ist, weil (6, : b) ■= cos (a, fi) ist, 

a\fi = ab cos (a, 0). 
Ferner babeu wir 

«|$ = a(* s * 8 ) (6 lCl + 6 î£a + 6 3 £ S ) = ab, — «6 £ , 
daher ist 

M | 83 — ab cos (a, 0) =■ ab cos (21, 93), 

denn da die Strecken a und zu den Feldern 2Ï uud 93 resp. senk- 
recht sind, so scbliefsen aie einen Winkel ein, weleber gleich dem- 
jonigen ist, den dièse Felder, resp. deren Ebenen miteinander bilden. 

Die beiden inneren Produkte verschwinden, wenn cos (a, fi) = 
ist, wenn also a und fi normal zu einander sind. 

Oie Faktoren eines inneren Produktes ans zwei Strecken 
und desjenigen ans zwei Feldern sind ohne Zeiclien wechsel 
vertauschbar, und es verschwinden die Werte dieser Pro- 
dukte, wenn ihre Faktoren aufeinander senkrecht stehen. 

§ 15. Der Zahlwert des aufseren Produktes aus drei Streeken. 
Nuninebr erhalten wir fur das âufsere Produkt aus drei Strecken 
«, fi und y, wenn wir (fiy) = \S setzen, 



DigitizsdbyGOOgle 



128 Kap. 4, § 16. 16. 

a§y = u((fy) = a\â = ad cos (a, â), 
aber es ist 

d = Y(ft¥JÏ = bc sin (/J, y), 
folglich 

a(iy = abc sin (0, y) cos (a, S). 

Fûhren wir jetzt deh Winkel (y » — (a, â) } = 6 ein, setzen 
"^ (0t y) °= ûj bedenken, dafs mit h = a sin 6 die Gr&fse A die Lângen- 
zabl der zu der Grundflâche (fiy) gehôrenden Hôhenlinie des Spathes 
(a/Sy) ist, bo ergiebt sich 

afiy = abc sin a sin ï = bch sin a, 
womit ein bekannter Satz der Stéréométrie zum Auadruck gekommen ist. 

§ 16. Das aufsere Produkt aua Einheiten beliebigor Stufe. 

Das âufseve Produkt aus zweî ungleichen Einheiten erster Stufe 
giebt eine Einheit zweiter Stufe, dasjenige aus einer relation Einheit 
und ihr selbst verschwindet, 

Wir haben 

£ l( £ î £ ï) == £ 1 £ Ï £ S = 1| ( £ l £ ]i) £ 5 == £ l £ 2 £ ï = 1| 

£ i( £ i £ s) ™ £ iMs """ "j ( 6 t £ î) £ ï = s lH £ * == 0, 
es ist das aufsere Produkt aus einer der Einheitsstrecken und dem 
zu ihr senkrechten Einheitsfelde der Einheit des Systèmes, der abso- 
luten Einheit Équivalent, ebenso verhâlt es sich mit dem aufseren Pro- 
duite aus einem Einheitsfelde und der zu ihr normalen Streckenein- 
heit, dahingegen verschwhidet das aufsere Produkt, wenn der eiue 
Einheitsfaktor in dem anderen liegt, oder zu ilim parallel ist. 

Jetzt handelt es sich nur noch nui das aufsere Produkt aus zwei 
Einheitsfeldern. 

Das aufsere Produkt aus beliebig vîelen ungleichartigen Einheiten 
erster Stufe ist wïeder eine Einheit, deren Stufenzahl gleich der An- 
zahl der Faktoren ist. Die Stufenzahl des Produktes aus beliebig 
vielen ungleieharfcigen Grofsen ersten Grades (Strecken) ist gleich dem 
verbleibenden Reste, wenn wir die Summe der Stufenzahlen seiner 
Faktoren, welche mit der Anzahl der Faktoren iibereinstimmt, durch 
die Stufenzahl des Hauptgebietes dividieren. Damit mufs die Stufen- 
zahl des aufseren Produktes aus Einheiten beliebiger Stufe im Ein- 
klang sein, es mufs das Ergebnis der Umformung eines solches Pro- 
duktes seine sâmtlichen Elementarfaktoren enthalten, und aile Gesetze 
der aufseren Multiplikation mûssen stets gelten. 



, y GoogIe 



Das âufsere l'rodukt ans Einheiten beliebiger Stufe. 129 

Betrachten wir nun das âufsere Produkt aus den beiden Eînheits- 
feldern (e l e t ) und (s 3 s s ), welcbe in der Strecke £ a ein gemeinsames 
Elément besitzen. 

Weil die Summe der Stufenzablen der Elementarfaktoren dièses 
Produktes gleich vier ist, so verbleibt als Rest Eius, wenn wir dièse 
Summe durch drei teilen, daher mufs das Ergebnis eine Strecke sein, 
wodurch wir, wenn wir dièse noch unbekannte Strecke mit s bezeich- 
ii eo, die Gleicbung erhalten 

(«.«.)(«.%)-«• a) 

Nun giebt die Multiplikation dieser Gleichung mit ê î 

(«,«.)(*,<•)«.-">, <.(«!«.)(%«.)-«.«, (2) 

aber es ist 

folglich verschwinden auch die rechten Seiten der Gleichungen (2), 
wodurch die Bedingung auftritt 

«,. - 0. 
Dieser Forderung allein wird genûgt, wenn s irgend ein Viel- 
faches von e i ist, wenn 

s = ms s . 

Weil jedoch das Ergebnis eine Einheit erster Stufe und poaitiv sein 
mufs, denn die Faktoren des in Rede stehenden Produktes sind poaitiv, 
ûberdies im ersteren sàmtliche Elementarfaktoren vorkommen miissen, 
so kann nnr 

m ■= (e 1 £ a s 3 ) = 1 

sein, und es ergiebt sicb mitbin 

- _ («,«,)(«,«,)-(«,«,«,).», -«,. (3) 

Zu demselben Resultate gelangen wir, wenn wir die Gleichung (1) 
mit (t 1 s i ) oder mit (c g c 3 ) multiplizieren. 

Das au fa ère Produkt aus zwei Einheitsfeldern des 
Systèmes ist équivalent der ibnen gemeinsamen Einheits- 
strecke, einer Einheit erster Stofe, a qui valent dem Pro- 
dukte aus der Einheit des Systèmes und ihrem gemeinsamen 
Elemente. 

Noch haben wir 

; -KvO, 

daher besteht mit Rueksicht auf (3) die Beziehung 

kk-KvO- M 
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130 Kap. 4, § 16. 17. 

Das âufsere Produkt aus den Ergânzungen zweier ur- 
aprlinglicben Einheiten ist gleich der Erganzung des âufseren 
Froduktes aus diesen Eiuheiten. 

Nehmen wir auf beiden Seiten der Gleichung (4) die Ergân- 
zungen, so ergiebt sicli 

KW»,) -««„«,)-«,<„ 

und umgekehrt ist 

h«û- 1(1*10- 

Das âufsere Produkt aus zwei ursprtlnglichen Einheiten 
ist gleich der Erganzung des âufseren Produktes aus den 
Ergânzungen dieser Einheiten. 

Hieraus folgt unmittelbar 

IK«iO(«.0]-|[[*l»J-«.«. 
■ - IhOlhO- 

Die Erganzung des àufaeren Produktes aus zwei Ein- 
heiten zwaiter Stufe ist gleich dem âufseren Produkte ans 
den Ergânznngen dieser Einheiten. 

Weiter haben wir 

ir«i(«.oi - in(«.oi»j - itihvi)] - i"(w,) - («,«>>, 
- W(vO. 

Mitliîn gilt atlgemein der Satz: 

Die Erganzung des âufseren Produktes aus zwei belie- 
bigen Einheiten ist gleich dem âufseren Produkte aus den 
Ergânzungen dieser Einheiten. 

Durch den eben ansgesprochenen Fundamentalsatz erhalten wir nun 

(MiXVb) = kh = \(H*Ù — B i D («i 6 i e a)«« 
M <«.«.) - \h\h ~ !(*.«.) = * 3 ~ {WÙH, 



§ 17. Die Erganzung des aufeeren Froduktes aus awel beliebigen 
Streeken. 
Nehmen wir 

so erhalten wir 
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Das ilufcere Prodnkt a 



>2 



he t 



\(u(i) = («1*8 — <h^l) £ 3 + (°3&S — °3&î) £ l + ( Û 3&1 — a l&ï)*S> 

|b[jS = (ojïîEa + Cth ë i + û aVï)(M* a s + Mb £ i + Mi*i)j 
und es giebt die Ausfûhrung der Multiplikation auf der rechten Seite 
dieser Gleichung unter Beachtung der Werte der Produkte aus zwei 
Einheiten zweiter Stufe 

|«|0 = (a,6, - Oab^e, + (^î», — at&kK + ("A ~ *AK» 
folglich ist 

Die Ergânzung des âufseren Produktes ans zwei belie- 
bigen Strecken ist gleich dem âufseren Produkte aus den 
Ergânzungen dieser Strecken. 

§ 18. Das auTaere Produkt aus Feldern. 
Setzen wir in der Gleichung 

(»,«,) ( s ,0 ■=(«,«.«.)«. (i) 

an die Stelle von £, auf ihrer linken Seite die Strecke 

a = o 1 £ 1 + «3*2 + <V 3 , 
so er h ait en wir 

[(a l e l + a t 8 2 + « 3 f 3 )s 3 ](f 2 £ 8 ) = (o,*,*, + <x 3 s 9 £ Ë )(Ms) — Oi(«i«i) («««■) 

= [(Oi*i + a*** + ^0«i«a]*i> 
folglich ist 

(««,)(«,«.)- («MO*.. 

und entsprechende Relationen ergeben sich, wenu wir nach einander 
jede der beiden anderen urspriïnglicben Einheiten in (1) durch be- 
liebige Strecken ersetzen, wodurch wir schliefsen, dafs 

ist, die fur Einheitsprodukte bestebenden Sâtze auch Gilltigkeit baben, 
wenn an die Stelle der relativen Einheilen beliebige Strecken treten. 
Bedenken wir, dafs ein Peld scinen Wert nicht andert, wenn es 
beliebig in seiner Ebene yerschoben wîrd, dafs es in ein ihm Squiva- 
lentes Feld Ton gegebener Seite verwandelt werden kaiin, so erhalten 
wir f3r das ânfsere Produkt aus den Feldern (a§) und (y$), welche 
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132 Kap. 4, § 18. 19. 

ungleichartigen Ebenen angehôren, wenu £ e "' e zur Sclinittlinie beîder 
Kbenen parallèle Strecke ist und wir afi *= u^t, yà = £8 i setzen, 

('»M-W)(W-W',)!. 

Das iiufsere Produkt sua zwei ungleichartigen Feldern 
ist iiquivalent einer zu (1er Sclinittlinie ihrer Ebenen parai 
lelen Strecke. 

Setzen wir (or/î) = \t, (yd) = \ij, dann ergiebt aich 

(««(,«) - |£|i - KM — Kiî) — NIS (>■•»)(«»• 

Die Faktoren des âufseren Produktes aus zwei Feldern 
sind nur mit Zeichenwechsel vertauschbar. 

Weil £ und ij zu den Ebenen von («0) und (yS) normal sind, so 
ist \{tv) e ' ne zu der Sclinittlinie dieser Ebenen parallèle Strecke, wo- 
raus wieder der vorige Satz folgt. 

Sind die beiden Felder einer Ebene parallel, dann ist i; = m% 
und damit 

(««fr»)-|îl»t-»l(tO-o. 

Das âufsere Produkt aus zwei paralleleu Feldern ver- 
schwindet. 

Mit («d) — |6, (l-d) — h, (!(•) — I» ergiebt sich 

(«fl[(r») + (!(•)] - IHIl + I»] ~ Itltfl + »] - IK(<! + »)] 

- Ittl + 5»] - KM + l(£») - Itlfl + ICI» 
-(«»(/*) + (««(le), 

womit das Distributivitâtsgesetz fiir die âufsere Multiplikation von 
Feldern vor uns steht. 
Wir baben 

(«»(«)■)(«*) IWHIW — (d« y )«(«*)-(«(i r x««»)-o. 

Das Sufaere Produkt aus drei Feldern, welche eine ge- 
nieinsame Seite haben, oder deren Ebenen sich in einer Ge- 
raden schneiden, verschwindet. 

§ 19. Das innere Produkt ans zwei Feldern. 

Indem wir die Bezeichnungen in § 18 beibehalten, durfen wir 
successive setzen 

(««10'*) — («(3)1 — n(«fi = i|C - t\v = tyS - (yô)t, 

mîthin ist 

Sind die beiden Felder zu einander senkrecht, dann eind auch i\ 
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Ablcit.ung der fur die Streckenrechnung wichtigaten Formeln. 133 

und % normal zu einander, was bewirkt, dais dann );|£™0 ist, womit 
das Produkt der Felder verschwindek 

Die Faktoren des inneren Produktes ans zwei Feldern sind 
oline Zeichenwechsel vertauscbbar, dasselbe verschwindet, 
wenn die Faktoren aufeinander senkrecht stehen. 

Nehmen wir 

«— ^«r*»*, P—Sjh**,-.., 
dann wird 

(«ft|(r4)-J2«"»2 s >*]|[^»»2**]. 

und die Ausfïïhrung der Multiplikation auf der rechten Seite dieser 
Gleichung giebt, wenn wir gehorig ordnen, 

(afl\(yâ) = (a, Cl + 0,4 + 0,0.) (Mi + Mi + Mï) 



oder 



ithin ist 

MIM-(*)»lf)-»)('l»>, 



(«wifr«)-K; 



nnd es verschwindet das Produit aus den Feldern, wenn die vor- 
stehende Déterminante gleicb Null ist. 

§ 20. Ableitung der fur die Streckenreclurang wichtigaten Formeln. 

1) Der Ausdruck (a | ^ j j») bedeutet ein Feld, denn die Summe 
der Stnfenzahlen seiner Faktoren ist gleicb ffinf. Mit | (fi y) = d er- 
halten wir 

(«|flr)-[a|tfr)]-«*- 

2) Der Ausdruck ('.'a\fS\y) bedeutet, weil die Summe der Stufen- 
zahlen seiner Faktoren gleicb secbs ist, ein Vielfacbes der Ëiuheit des 
Systèmes. Nehmen wir ](«/})= g, so ergiebt sicb 

' <\.\f\ r ) - [| («flirt - (tir) - rit- r«0 - ■/>/• 

3) Das innere Quadrat eines Feldes («£)• Setzen wir in der 
letzten Formel des vorigen Paragrapben y = a, d = fi, so wird 

(«<s)|(«« - («»*- \* f Ji"| - «*p - («|»'. 

(«|5)i — a'b 1 — a'V C05 '(«, ft) — <?V ain ■(«, W, 
ilemnaeh ist 
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Y(mfiï~altàn(a,fi), 

was zeigt, wie im Système dritter Stufe die Flachenzahl eines Feldes 
auszudrilcken ist. 

Steht insbesondere fi auf a senkrecht, dann ist « 'fi = und es 
bleibt 

(ufip- = c^/JA = 0*6", 
f(a0}î = ai. 

4) Daa innere Quadrat der Ergànzung einer Strecke a. 

(!•)>• - |«|j« = (]«)« - «|« - «* - «■, 

denn es ist, mit |a«=j3y, (|«)« = (fiy)a ■= «(/Jy) ■= a|a. 

5) Das innere Quadrat der Ergànzung eines Spatheckes. 
Nehmen wir (a fi) —» \S, ao ergiebt sich 

[|(«ft]i - |(«»|V« - 1(««(«» - »(«« - (««» 

-(«/!)|(«fl-(«fll. 

6) Der Zahlwert des innerea Produktes aus zwei Feldern. 
Mit (a/3) = |£ und (y S) =» jij ist zunachst nach § 19 

(«WIO*) = Ê]»î — ** cos (fcij), 

aber es ist 

g — yp. — Y(ufiy- — ab sin ( K , /ï), e =V^I = ]/(^ï = tfdsin(y,tf), 

mitliin ist 

(«/3)|(j-*) — a&cd sin (a, /ï) sin (j-,ô) cos &$), 

woraus ebenfalls hervorgeht, dais dièses Produkt verschwindet, 
wenn seine Faktoren aufeinander senkrecht stehen, denn dann ist 

*(t,l)— J-*. »o«(E,l)-0. 

7) Das âufsere Produkt eines Spatheckes (afi) und der Er- 
gànzung einer seiner Seiten (a). 

Wir setzen (afi) = JÇ, wodurcb zunachst wird 

(«fl|« - |C|a - |(£«) - - |«|S- - |.(«A. 
Weiter haben wir 

(«ft|« = |««)-», (ï) 

und aus diesen Gleichungen folgt 

«00 = 0, #|a — 0, 
so daTs das Ergebnis eine zu (afi) parallèle und zu a senkrechte 
Strecke # ist, deren Wert wir naher zu bestimmen haben. Wegen 
der ersten Bedingung fur & dûrfen wir setzen 
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Die Multiplikation dieser Gleicliung mit \a giebt, wenn wir die 
zweite Bedingung beachten, 

9\a = = xu2- + ya\p, 
woraus folgt 

7--Ï1 *--»(«l», s-»» 1 . 

Mithin ist auch 

»|/) _ m ( Bip - («|ft') - »(«#». 
Aber durcb die (1) erhalten wir, wenn wir sie mit |(3 multiplizieren, 

und nun sagt die Vergleicbung der beideo letzten Grleichtwgen aus, 
dafs der Ko ef 'fi aient 

m = 1 
sein mufa. Folglich ist 

(>A|<- «M -(«|fl«-». 

Benennen wir die Lâuge der Strecke & durch l, so ergiebt sich. 
P = [(«jî)|a]i = [i:|«p- = (Çc)* = fii«i, 
denn £[« = 0, und weil 

P = («/S)* = «*&* sin '(a, 0), 
so ist 

l* = [(a/3)|apt = («0)*«a. — o*^ sin «(a, (3), 
Z = a 2 ï> sin (a, /)). 

8) Das innere Produkt aus einer Strecke und einem 
Felde, von dem dièse Strecke eine Seite ist. — Wir haben 

«|(«/>) -■{--£« \(mfjm. 

Weil 

(«OI(««-o 

ist, so ist das Ergebnisfeld (a£) senkrecht zu dem Felde (afï), und 
die Flâchenzahl des resultierenden Spatheckes ist 

y'MO.ffl 1 - VUW- «'<> ™ («, »• 

9) Nehmen wir von dem vorhergehendeu Ausdrucke die Ergânzung, 
so ergiebt aich 

|[«|(afl] - |«I(.0) - |a(.0) - l«IC ~ l(«0 - - l««) 

--|tl«- [(««!«]. 

folglich ist nach 7) 

|[«I(«W - - [(««!«) - («!«« - "H- 
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10) Das innere Produkt ans eineni Felde und einer be- 
liebigen Strecke. 

Mit (ajî) = \i erhalten wir 

(«ffir - Itlr - KM - - Irlt - - lr(«». 

30 dafs die Faktoren dièses Produktes nur mit Zeichenwechsel ver- 
tauscht werden dllrfen. 
Nun ist 

(«ffll»-l(lr)-». 

der Wert dièses Produktes eine bu g und y senkrechte Strecke fr. Aub 
der letzten Relation folgt 

so dafs die Strecke # zu der Ebene von (a/î) parallel ist, wodurch 
wir setzen dur feu 

& = xa + yp. 

Die Multiplikation dieser Gleichung mit \y giebt 

&\y = 0= X ( a \y) + y(fi\y) t 
so dafs 

x — m{p\y), y = — m(a\y) 
ist, womit 

* — »{tfM«- («1)001 
wird und jetzt nur uocli der Koeffizient m nâher zu bestimmen ist. 
Nun giebt die Multiplikation der letzten Gleichung mit [tj = (/3y) 

denn es ist (a\y)(fi\ij) = 0, weil 0|ij = /ï/îy = ist; ferner erhalten 
wir durch 

• -(««11», 

wenn wir dièse Gleichung mit \tj multîplizieren, 

#l«i-(«s)lû"i) — (««[liM-MHfrflM 

- («» W - Wir)»'] - - WM'M- (2) 

Ans (J) und (2) folgt, dafs m = — 1 ist, daher ist 
Dièse Forme] lehrt, dafs aucb ist 

(fr)\—V\*)r-<r\')f, 
<?*)& — <r\f)—Wf)r, 

und die Addition der drei letzten Gleichungen giebt 

(««!)• + Wr)l« + fr«)l/i = o. 
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11) Die Erg&nzung des inneren Produktes aus einer 
Streeke und einem Spathecke. — Wir haben 

ltrK«»]-[r(««-lrh-'-(l»l)') 
- - (««If, 

folghch ist 

ltrl(«ffl-ffW«-(«W?> 
|[«l(ftO]-M«)0-(«W)j', 

!WI0r«)I -(«IWi- -0>W«, 

uad aus diesen drei Gleichungen ergiebt sich 

HrK'ffl + IWtfrtJ + ltfKj")]-". 

12) Darstellung des aufseren Produktes aus zwei Feldern 
durch die Summe zweier Strecken. — Sei («j3) = |Ç, (yS) «= |*J. 
Datuit erhalten wir 

(««&«) - wi)j, - («|,)/î - (Uli)«, 

also ist 

W)(rlt)-(* r M-(p,l)a; (1) 

feraer haben wir 

(««(,*) — &*)(«« _ - [&.j)ia - - tfrio» - («tori. 

mitbin ist auch 

(«»&.«) -•(»«»!• —fr««*. (2) 

Subtrahieren wir die (2) von der (1), so ergiebt sich noch 

13) Ist die Streeke ô eine Vielfachensumme der Strecken c, jî 
und y, ist 

Ô = xa + y fi + iy, (1) 

dann folgt zunâchst aus dieser Gleichung 

âfiy = xafiy, dya = yafiy, Safi = zafiy, 
d. h. * = (êpy) : (afiy), >_(«?«) t (.0 r ), * = <«ï«/ï) : (afiy), 
und nun geht mit diesen Werten der Koeffizienten die (1) aber in 
(afiy)9 = (fiyd)a + (âya)fi + (afiâ)y. 

14) Daa âufsere Produkt aus zwei Grofsen dritter Stufe. 

Wir setzen 

i=3 k=S *—8 

A ~JÇ**' A-^**» A-jjjftft. 

Digitizedby G00gle 
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Damit erhalten wir filr das Produkt (a, ffiga.,)^ /},/),), wenn wir die 
Multiplikation ausfiihren und die sich dadurcb ergebenden Glieder zu- 
sammenfassen, 

(«,«,«,) tft ftft) - [(«A - «A)% + (*-«!«<, + («A - »A>.] 

X [(<*■% - «lO/i + W«> - <V,)/; + (d,e, - d, e,)f,J 
-^'••''•2'""-È" r '^É e "' , Ê b, "È'" f ' 

+2 l " , >Ê e ">Ê'" fk -Ê'"''>È a ""Ê' ! > f ' 

woraus folgt 

(«,«*«>) (ftftft) - W«h !«(-.[«- («,IA)(«.IA)(«.IA) 
+ («.lft)(«,lfc)(«,'ft) - («■IftX.JMWfU 
+ («.lft)(«,IA)(«,IA) - (« 1 IA)(«>IA)(«*!/«, 

oder, weil die rechte Seite dieser Gleichung eine Déterminante ist, 

«,1a. «iift «,ift 



(«,«,«,) (Aftft)- 



«ja 

«ilA 



>=!A 



§ 21. Losnng stère ometrischor Aufgaben. 

1) „Bei jedem vieraeitigen Priaraa mit parallelen Grundflâchen ist 

die Summe der Qnadrate tiber den sâmtlichen Kanten gleich der Summe 

der Quadrate iiber seitien Diagonalen plus dem acht- 

Fig. u. fachen Quadrate aber der die Halbierungspunkte 

-/j E aeiner Diagonalen verbindenden Strecke." 

Sei OACBDEGF (Fig. 41) ein beliebigea vier- 
seitiges Priama, Ô2=*a,ÔB = p, ÔC= y, Ôï> 
Die Summe der inneren Quadrate seiner Kanten isi 
2(«i + /(» + (j, _ «)i + {,_ jl)i + 2**}- 

4{«* + (* + )* + a* -«Ir -EH. (1) 

Die Summe der inneren Quadrate seiner Diago- 
nalen ist 

- r) 1 + (» + «- i>V + (»-« + »» - 




(« + ri 3 - + (» - 

2(«î + p + y»+2«-« — 2*\p). 



W 
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Der in entspringeude Fahrstrahl dee Halbierungspunktes der 
Diagoiialen OG und CD iat gleich -^-(à -\- f)> derjenige der Dîago- 
nalen AF und BÉ iat gleich — (ô" + a + #), daher iat die die Schnitt- 
punkte der Diagonalen verbindende Strecke —(a-\-{l — y) r und ihr acht- 
fachea innerea Quadrat iat gleicli 

2{«l + p + ,l + 2*\t>-2«\ r -2l>\ v \. (3) 

Die Addition der AuadrUcke (2) und (3) giebt den Ausdruck (1), 
woraus der obige Satz folgt. 

2) „Bei einem jeden Tetraeder iat die Summe der Produktc aus 
den LUngeu der gegenilberliegenden Kanten und dem Coeinns des von 
ihnen eingeschlossenen Winkels gleich Null." 

Es seien a, fi, y, S die Fahrstrahlen der vier Eckpunkte A, B, C, D 
resp. eines Tetraedera mit einem beliebigen Punkte O dea Raunies aïs 
Koordinatenuraprung. — Die Summe der inneren Produkte aua den 
gegenfiberliegenden Kanten des Tetraeders iat 

<.*-*)\(r-fi + V-*)K*-r) + <y — *)\V—)-o, 

was si cli durch Auswertnng der Summe ergiebt, indem wir die innere 
Multiplikation durcbfuliren. Daraus geht hervor 

DA\B~C + DB\CA -f DC[ÂB — 0, 
womit der Satz bewiespii iat. 

3) „Sind zwei Paarc gegeniiberliegender Kanten eines Tetraeders 
zu einander senkrecht, ao ist dies aucb das dritte Paar." 

Sïnd n&mlich bei deraelben Bezeichnung wie unter 2) die Kanten 
(â — a) und (y — 0), sowie (ô* — y) uud (fi — a) zu einander senkrecht, 
so dais 

(S -«)[()• -«-0, (*_,,)|((t_„)-0 

ist, dann resultiert aus der Addition dieser beiden Gleichungen 

C« — ftlfr — «) — o. 

was auaaagt, dafs aucb das dritte Kantenpaar normal zu einander iat. 

4) „In einem Tetraeder, dessen gegenûberiiegende Kanten auf- 
einander senkrecht stehen, achneiden aicb die Hohenlinien in einem 
Punkte." _ 

Seien AA, BB', CC, DD' die Hôhenstrecken eines aolchen 
Tetraeders mit den Eckpunkten A, B, C, D resp., a, 0', y', S' die 
Trâger ihrer Fufspunkte A', B', C, D' resp. — Fur die Hôhenstrecken 
AÂ' und BB' haben wir die Bedîngungen 
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Subtrahieren wir die zweite Gleichung von det ersten und beachten 

dabei, dafa 

(«-«!&— «)-o. 

ist, so ergiebt sich 

W — «OKj- — ») — o. 

Mitliin sind J_'iT and J.i' parallèle Strecken. In derselben Weise, 
oder durch Buchatabenvertausclmng finden wir, dafs B'C und BC, 
C'A' und G A, . . . parallel sind. 

„Dïe Kanten der Pyramide iiber den Fufspunkten der Holien- 
strecken sind parallel zu den gegentiberliegenden Kanten des Tetra- 
eders." 

Nun sind die Strecken ÀA', BB' und CC' senkrecht zu den Seiten 
des Dreiecks A'B'C, aie fallen mit den Hôhenlinien diesea Dreiecks zu- 
sammen, denn sie liegen in der Ebene dièses Dreiecks, wie leichfc zu 
eraehen ist, folglich schneiden sie sich in einem Punkte //, und durch 
diesen Punkt geht auch die vierte Hdbenatrecke DD", was aich ergiebt, 
wenn wir CC' mit DIX vertauBchen. 

5) Schneiden sich die Hôhenlinien einer Pyramide in einem Punkte 
H, aetzen wir den Trâger dièses Punktes gleich £, dann ist 

(«-S)lfr-*)-o, (f-o\( r -s)-o, 

folglich ist auch 

(«-«lfr-«)-o, 

d. h. die Gegenkanten einer solchen Pyramide sind zu einander senkrecht. 
6). Fttr das Tetraeder der beliebig im Raume gelegenen Punkte 
A, B, C, I) besteht die Relation 

A~B\CÏ) = (p-~ u)\(§ — y) = P\& — a\S ~ §\y + a\y. 
Nun iat 
2(fl\Ô - a\Ô - fi\y + a\y) - p- - 2fi\r + y* - a* + 2«|y - y* 
— p. + 20 1 S - â* -f «i — 2 a | S -f- S* 

= ((t-y)i + {a-d)z-(f}-ô)z-(a-y)i, 
folglich ist 

ÂBfÔD- { {(y - ,1)1 + (J - «)i - (3 - (1)1 - fr - .)») 

— i {5(5 + Im — Bm — ô3ï). 

Sind die Gegenkanten des Tetraeders zu einander senkrecht, so ist 
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Ableitiing der Fundamentalformeln der sphuriaclieii Trigonométrie. 
0_»)|(y_*)-O, 

(S - «)» + (y - {Sp - («- fti + (« _- r) a , 
d. i. J5a + CÏfi = BDi + C2* . 



folglicli 




§ 22. Ableitung der Fondamentalformeln der sph'àriachen 

Trigonométrie. 
Legen wir durch je zwei von drei Punkten A, B und C auf einer 
Kugelflâche, die nicbt Punkte eines gri'ifsten Kreises auf dieser Fliiehc 
sind, grôfete Kreiae, dann eutateht auf ihr ein 
sphariscbes Dreieck ABC (Fig. 42). Die Ebenen 
dieser drei grôfsten Kreise geben durch den Mittel- 
punkt der Flache, von dem aile ihre Punkte 
gleich weit entfernt aind, je zwei von ihnen achnei- 
den sieh in den Kugelradien OA =• a, OB = /S, 
0(7 = y, UTU ' beifst die von diesen Ebenen und 
dem aphiiriachen Dreiecke begrenzte Fl&cbe ein 
sphariscbes Dreikant Die drei Flachenwinkel an 
der Spitze des sphâriacben Dreikantea OABC 
aeien bezeiehnet -$z(a, (i) •= c, ■£: (0, y) = a, 
^(y,a) = b. Der Winkel, welcben zwei Seitenflachen des Dreikants 
-miteinander einschliefsen, ist gleich dem Winkel, welchen zwei zu 
deren Ebenen aenkrecbte Geraden miteinander bilden, die wir im 
Raume ganz beliebig legen, also aucb durcb den Punkt geben 
lassen konnen, so dafa, wenn a = OA', d'= OB', y = OC zu den 
Seitenflachen OBC, OCA, OAB resp. aenkrecbte Strecken in der 
Weise sind, dafa a(iy, (tya, yafï Spatbe gleicben Entstehungsainnes 
sind, die Winkel -£ («', /T) = c', £ (fi, y) — a', -£(/, «') = V gleicb 
den Winkeln sind, welcbe die Seitenflachen OBC und OCA, OCA und 
OAB, OAB und OBC, also auch die Bogen oder die Seiten BC und 
CA, CA und AB, AB und BC des sphâriacben Dreiecks miteinander 
einschliefsen. Sind fïberdies a, 0' und y Radialstrecken derselben 
Kugelfl'àohe, dann sind ihre Endelemente A', B' nnd C Eckpunkte 
eines zweiten spbâriscben Dreiecks auf derselben Flache, und C A'B'C 
iat ein zweites ephâriscbea Dreikant. Daa aphâriscbe Dreieck A'B'C 
nennen wir das Neben- oder Polardreieck zu dem spbâriscben Dreiecke 
ABC und daa spharische Dreikant A'B'C das Neben- oder Polar- 
dreikant zu dem Dreikante OABC. 

Weil ea nur darauf ankommt, die Beziebungen zwiachen den 
Seiten AB, BC, CA und den Winkeln a', t' t € des sphâriscben Drei- 
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ecka zu bestimmeii, so ist die Grofse des Halbmessers dor Kngelflache 
gleicbgultig, weshalb wir uns denselben von der Lange Eins denken, 
so dafs das spharische Dreieck ASC auf der um den Punkt be- 
schriebenen Einbeitskugel liegend ersclieint, und die Relation besteht 
tt i — fi* — yX _ a'2. _ £'i — y'x = l. 

1) Infolge der Bezeichnung und dieser Annahme baben wir 



«l/l-OMC, 


(% = cosa, 


y\a = coe 6, 


a' 0'= coa c', 


0']/= cos o', 


y'|a'= cos b', 


JC/îy) = sin u«', 


\(ya) — ain bp", 


|(a/î) = sine/, 


KftO-sino'*, 


| (/«')- ain Vfi, 


[(«70- sin c'y, 


(0 y }i = s i a " fl; 


(ya)*- = sin 8 6, 


( a( 3)* = sin 2 c, 


(^/)2 „ 8 i n s a ' t 


(y a') 1 = sin* b', 


(apy- = ain* c'. 



Nun ist 

\{afi)\(fiy) = sin c/sin aa = sin c ain o(yV), 
wodurch 

|[|( ft / 3 )ICl 3 I')] = sine ain û|(yV) = sin c sin a sin b'jî 
wird, und weil 

\U(.«^Wr)i-(."fi)^r)-(.'Mf 

ist, ao ergiebt sicb 

afiy ■= sin c sin a sin V. 

In gleicher Weise, aber auch einfach durch entsprechende Buchstaben- 
vertauschung in der voratehenden Formel erhalten wir noch 

afiy = sin a sin 6 sin c', 

ccfiy = sin b sin C sin û'. 
Aus den drei Gleichungen fur das Produkt (afiy) geht hervor, dafs 

sin c sin a sin b'= ein a sin b sin c'= sin b sin c sin o' 
ist, folglich haben wir die Belationen 



sin b': ain c'= sin a : sin b : sin c, 



a) 



welebe Gteicbung den Sinussatz oder die erste Fundamentalfomiel der 
sphârischen Trigonométrie ausmacht. 

Zu dem zweiten Satze gelangen wir auf folgendem Wege. 
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Es ist 

K«»Û»r)-K«fllPtf»»)] 

~- sîn c/[[fûn fla'J = sin c sin ay'\a, 
\(afi)(fiy) = sin c sin a cos 6', (1) 

und feruer ist 

|(«/0Û»»-)-0»rtI(«ft-|î|! ^I-MpWW-G-W, 
IpIp r|p| 

|(«(3)(^y) = cos c cos a — cos 6. (2) 

Jetzt resultiert aus den Gleichungen (1) and (2) 

sîn c sin a cos b' = cos c cos û — cos 6 , (3) 

aus welcher Relation zwei weitere Gleichungen durch entsprechende 
Buchstabeiivertauecbung fclgen. 

Nuû ergiebt sich aus (3) und aodann durch Buchstaben- 
vertanschung 

cos b = cos c cos a — BÎn c sin a cos b', 1 
cos c => cos o cos b — sin o sin b cos c', j (II) 

cos a = coa b cos c — sin 6 sin c cos a', I 
welche Formeln den zweiten Fundamentalsatz der sphârischen Trigono- 
métrie oder ihren Gosinussatz ausdrûcken. 

2) Far die Tangente des Winkels b' besteht die Relation 

tg i-_=|_>||â. 

Nun baben wir aber 



W H 1 LbiocsiboJ LginemniJ 



VWY--- 



P? 



y'\a = 
Uithin ist 
tgf- 



|(«p)(Py) (p r )|(«fl _ Hfltfl r)- 



° cos c coa a — coa b coa c coa o — coa b cob c cos a — cos b ' 

Die Formeln fur tg c' und tg a' ergeben sich dadurch, dafs wir in den 
vorstehenden Relationen die Nenner entsprechend andern. 
3) Wir haben die Gleicbung 
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datier ist 

W>\* + (PM«¥ - [(«!«>■ - M«)P + tfW'O 1 - 

Fûhrerj wir umi auf beideu Seiten dieser Oleichung die innere Multi- 
plikation aus, setzen sodann fiir die sich so ergebenden Streckenprodukte 
die obigen Werte, beachten, dafs 

1 8ino 

ist, so kommeo wir auf die Relation 
1 — sin* a sin* b sin* c' ■= cos* a + cos* 6 + cos* C — 2 cos a cos b cos c . 
4) Ffir das Produkt (affy) haben wir die Relation 

afiy = sine ain a sinb' — sin a cos (a, a'). (1) 

Fâllen wir von der Ecke A ans auf die Gegenseite BC des spharischen 
Dreiecks ABC (Fig. 42, S. 141) eine spharische Normale und be- 
zeichnon wir die Lange dièses Bogens eines grôfsfcen Kreises anf der 
Kugelflâche mît p a> so ist, weil a, a und die sphârische Normale in 
einor Ebene liegen, cos (a, a') = sin p a . Dadurch ergiebt sich aus der 
Relation (1) 

sin a sinp a = sin c sin o sin V , 

sinp a =- sine sinb'. 

Nach der ersten dieser beiden Gleichungen ist offenbar 

sin a sinpa = sin b siapt — sin c siap c ■= sine siu a sinb'. 

Dièse Beziebungen fiïhren uns auf 

«a 6 . imc . 

sinpo = -s— smpt, = ~s — ampg, 

aiap a => sin c sin b' = sin b sin c' = : 

In allgemeiner Weise bat Grafsmann die Fundamentalformeln der 
sphârischen Trigonométrie in dem zwôlften Bande der mathematischen 
Annalen (1877) entwickelt 

§ 23. Die KugoMaehe. 

1) Gleichungen der Fiâche. Sei M der Mittelpunkt einer 
Kugelflâche, deren Radius die Lange a besitze, XI ein beliebiger 
Punkt derselben, O irgend ein Punkt des Ranmes (Fig. 43) (M — 0) = (t, 
(U—M) = a, (JJ—0) = ç. — Damit ist 
9 — *» — «, 
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Die Kugelâ&che. 



145 




und weil a 3 - = a", gleicli einer konstanten Grofse ist, so giebt die 
innere Quadratur der Seiten der vorstehenden Gleichung 

oder 

(f 2 - — 2(t\(f = o* — *»* = ê (1) 

als eine S trecken gleichung der Kugelflache. 
Set zen wir 

Q-^xCi + ye t + ee a , 

P — «l«t + «t«I + «■«! 

- und bilden die relativen Einheiten e l; e s> £, 
»'. ein Normalsystem, dann haben wir 
[(« — m,) «i + (y — m t )e i + (s — »»j)ej]i — a\ 
woraus folgt 

(, _„,)■ +(»-«,)• +(,_«,)■_„■ (i-) 

als Gleichung der Flache in rechtwinkligen Koordinaten. 

Fâllt der Punkt mit dem Punkte X der Flache zusammen, 
dann ist ,« l = a 2 -, so dais 

çX-2^-0, (2) 

& + S 8 + *» - 2(« 1 a; + %y -f m,*) = (2') 

entsprecbende Gleichungen der Flache sind, 
Ist =• M, so ist (i = , daher sind 

P* - «*, (3) 

*" + y* + «" =- a s (3') 

Mittelpunktsgleîchungen der Kugeîfliiche. 

Aua der allgeniemen Cartesischen Koordinatengleicbung (1') der 
Flache folgt 

z = «s ±V {*' — «i* — % a — *' — 3/ s + 2 («h* + m,jf)} = \{x,y), 
mithin ist aiteh 

9 = XH + 9H + f 0, »K (4) 

eine Strecken gleichung der Flache. 
Mit ji — geht die (4) ûber in 



In diesem Faite ist 

* ,+ »; +f, m-i. 

Kraft, Abrift dea gaometr. Kultnli. 



(5) 
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wobei also fp eiue Streckenfunktion des Fahratrahlcs bedeutet, 
clann ist 

flf»-f! + $ + £-i, 

mithin auch 

eine Streckengleichung dei Flâche und zwar die einfachste, welche 
vorteilhaft zu Untersuchungen verwendet werden kaim, was die ana- 
lytische Géométrie lehrt. 

2) Die Gleichung (2) unter 1) kann geechriebeo werden 

in welcher Form aie den Satz giebt: 

„Ziehen wir von den Endelementen irgend eines Kugeldurchmessers 
Strecken nach einem beliebigen Punkto der Flâche, so sind dièse 
Strecken zu einander normal." 

3) Sei Mittelpunkt eines Ebenenbtindels, p der Streckenabatand 
des festen Punktes S von 0, a die von B auf eine der Ebenen ge- 
fallte Normale, darin ist 

«]p = 0, Q-p = a, 

die erstere dieser Gleichungen eine Gleichung der Ebene. Nun er- 
giebt sich aus diesen Gleichungen, wenn wir die letzte mit \ç multi- 
plizieren, 

Demnach ist der Ort der Fufspunkte der Perpendikel eine Kugelâache 
vom Durchmeaser (i. 

4) Schnitt einer Eu gel flâche and einer Ebene. Eine 
Ebene gehe durch den Endpunkt der Strecke y und stehe senkrecht 
auf ihr. Bezeichnet ç den Fahrstrahl eines beliebigen Punktes dieser 
Ebene, dann ist, unter der Anuahme, dafs y und q ein gemeinsames An- 
fangselement besitzen, 

woraus folgt, wenn wir die erete Gleichung mit \y multiplizieren , 
als eine Gleichung dieser Ebene. 
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Die Kugelftache. 147 

Nun seien die Gleichungen der Kugelflâche und der sie schneidenden 
Ebene 

çï — a*, &\y=c 2 . 

Bezeichnet t den Fahrstrahl vom Fuiapunkte des Perpendikela y aof die 
Ebene nach einem beliebigen Punkte des Schnittes beider Flâchen, so ist 

y -f T = Ç, 

mithin 

r- + 2 r \, + «*-»», 

und weil y\x = ist, bo ergiebt sich hieraua in Verbindung mit der 
Gleichung der Kugelflâche 

t-î. = a s — c". 
Das ist aber die Mittelpunktsgleichung einee Kreises von der Halb- 
messerlânge Ya? — c*. Mit y = geht der Sclmitt durcb das Kugel- 
zentrum, er ist dann ein grôfster Kreis der Flache, mit y 2 - = a 1 wird 
* = 0, der Schnittkreia reduziert sicb auf einen Punkt, die Ebene be- 
rûhrt die Kugelflâche, und mit c > a wird- der Sehnitt imaginâr. 

„Wird eine Kugelflâche von eioer Ebene geschnitten, so geschieht 
solches in einer Ereislinie." 

5) Scbnitt zweier Kugelflachen. Mit ein und demselben Be- 
ziehungspunkte seieu die Gleichungen der aieh schneîdenden Kugel- 
nâeheu 

(? — 2^|ç = c, ç — 2/i'|ç' ■= c'. 

Fur ibre gemeins&men Punkte ist p = p', mithin 

2(c-c')k -c--c. (1) 

Nun war die Gleichung der durcb den Endpunkt von y gehenden und 
zu dïeser Strecke normalen Ebene 

o\r = <?> 

daber ist auch 

ç\my =« m<? 

oder, wenn wîr my = 3, me* = c, setzen, 

fi*-*, 
welebe Gleichung einer beliebigen zu S senkrechten Ebene angehort. 
Daber ist die (1) die Gleichung einer zu der Zentralliuie der beiden 
Kugelflachen senkrechten Ebene, und weil eine Ebene eine Kugelnache 
in einem Ereise achneidet, so folgt: 

„Die Schnittlinie zweier sich schneidenden Kugelnachen ist eine 
Ereislinie, ibre Ebene steht senkrecht auf der Zentralliuie beider 
Flachen." 
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6) Die Beriihruugaebeiie. Hat eine Ebene mit einer Kugel- 
flâche einen verschwindenden Kreis, eineu Punkt gemein, so steht eie 
auf der nach diesem Punkte gezogenen Halbmeeaerstrecke senkrecht 
und heifst eine Berûhrungsebene der Flâche. 

Ist nun 

die Gleichung der Flâche, p Fahrstrahl des Beruhrungspunktes, t der 
jenige eines beliebigen Punktea der Berûhrungsebene, ho ist (p — p.) 
die Radialstrecke nach dem Beruhrungspunkte and (t — p) senkrecht 
za âieser Strecke. Mithin ist 

(*-»)l(»-c)-o 

eine Gleichung der Tangentialebene im Punkte (0 -\- ci) der Flâche. 
Nehmen wir 

p— j^+y^ + ff,, fï — ^^ + Mtj^ + m,*,, 
«— ■»!«! + y l e i + g t e t , 

ao er h al te n wir 

{ (*i - »)«i + (Si — V)h + (*i - *)*, } X 

KO - «!>#! + (y — «s)*, + (*— «i)«jj — 0, 

woraus 

(«k — «)(■ — «i) + (ft— iX» — »•) + («!—*)(* — »ll) — 
ala Gleichung der Berûhrungsebene in Carteaischen Koordinaten 
hervorgeht. 

In dem Spezialfalle /t = erhalten wir filr die Berûhrungsebene 
die einfachen Glnichungen 

p|t — a 1 , «^ + yy, + «! = a*. 

7) Pol und Polarebene. Sei p- 1 = o* die Gleichung einer 
Kugelfiache, y der Fahrstrahl (P — M) einea Punktea J? aufserhalb 
derselben. Denken wir ans dnrch diesen Punkt aile Tangentenebenen 
an die Flâche gelegt, iat p der Fahrstrahl des Berûhrungspunktes 
einer aolchen Ebene, ao ist deren Gleichung 

p|t — a*, 
mithin, weil ihr aucb y genQgen muls, 

p)y = a*. 
Daa ist aber die Gleichung einer zu y senkrechten Ebene. Demnach 
iat der Ort der Beruhrungspunkte aller Tangentenebenen eine Kreis- 
Unie, deren Ebene, die Polarebene, senkrecht anf dem Fahratrahle des 
Punktea P, dem Pôle, steht. 
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Ist M das Zentruni der Kugelfliiche, Q der Fufapunkt des Perpen- 
dikela von M auf die Polarebene, daun ist 

9 \ Y » MQ\MP — a\ 
womit der Abatand der Polarebene vom Kugelzentrnm gegeben ist. 

Die im Beruhrungspunkte einer Tangentenebene auf ihr senkrecht 

stehende gerade Linie heifet die Normale der Kugelfiâche daselbst. 

Fi g m. Weii dièse Linie mit dem Radius des Be- 

rOhrungspunktea zusamnienfâllt, so erhellt 

sofort, dais sSmtliche Normalen einer Kugel- 

flâche in deren Zentrum sich schneiden. 

Sei B eiu beliebiger Punkt der ilber MP 

als Durchtnesser beachriebenen Kugelfiâche 

(Fig. 44), die durch P und Ii gehende, su 

MB — * ô senkrechte Ebene Ort der Pôle, dann ist 

(â — j-)|* — 0, oder 9\y — ■ d B 

die Gleichung dieser Ebene. Die Gleichung der Ebene der Berûhrungs- 




punkte der Tangentcnebenen durch P 

f\% 
welcbe sich iindert, 
wir in ihr 



i die Flache p 1 = a* iat 



der Punkt P seine Ebene beschreibt. Setzen 



F= ji*. 



so kommt 



t\t-9 

zum Yorscheiu, mithin gehen die gesamten Polarebenen durch einen 
Puokt S der Geraden MB, fur den 

MR\W8 = a i 
ist, wodurcb wir zu dem Satze gelangen: 

„Beschreibt ein Punkt eine Ebene, dann schneiden sich seine 
Polarebenen bezflglich einer Kugelfiâche in einem Punkte, dem Pôle 
der Ebene." 
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Dritter Abschnitt. 
Die Multïplibation ini Elenientarsy sterne zweiter Stnfe. 

§ 24. Âufaere und innere Produite ans Panktgrôfeen. Der Qperstor | 

ist Versohlebimgsfaktor. 

Ein Elementarsystem zweiter Stufe ist der Inbegriff aller aus 
zwei Punkten als tirsprûnglichen Einheiten ableitbaren Punkte und 
PunktgrôTeen , die durch dièse beiden Punkte bestimmte gerade 
Punktreibe. 

Stellen wir durch das âufsere Produkt der beiden relativen Ein- 
heiten E t und E % die absolute Einheit dar, daim ist 

E 1 E a = l, E t E t 1, 

wodurch die absolute Einheit der durch die relativen Einheiten be- 
grenzte Linienteil repraeentiert. 

Mit A = a 1 E l + a^Es, B = 6,£ t + 6^ erhalten wir 

AB = fcBi + a i E i )(b l E l + ^.E,) — (a,b s - a^b^E^, 

la, b , ' 

AB-l 1 ' , 

| a, b 2 \' 

woraus folgt, dafs jeder Linienteil einer Zahl âquivalent ist, 

l'.'erner bekoramen wir 

I o, b, I . 

ABc=\^ ? \C, 

\a t £>,j 
d. h. es ist das^. Produkt aus drei Punkten, resp. Punktgrôfsen ein 
Vielfaches des letzten Faktors. 

Ûberhaupt ist das Produkt aus beliebig vielen Punkten eine 
Zahl, oder eine Punktgrôfae, je nachdem die Anzahl der Faktoren 
des Produktes gerade, oder ungerade ist. 

Die Einfûhrung der Ergânzung giebt, indem wir an den Inhalt 
des ersten Abschnittes dièses Kapitels erinnern, 

\E, = E % , \E S E,, 

E t 2. _ £^i _ i. 
A\B—(a 1 E 1 + OsEsXbtEs — b t E,) = a ± b k + aj» = B\A. 

A2-=-A\A=a l i + < h K 
AB = a l b i — a i b l = \(AB), 
\A\B = («,#, —a 3 E 1 )(b 1 E i — &,£,) = <*!&,,— o»&, , 
AB = \(AB) = \A\B. 
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Die Multiplikiition îm Elementawysteme zweiter and dritter Stufe. 151 

In diesem Système tritt der Ergilnzungsstrich als Verachiebungs- 
faktor auf, er verwandelt E 1 in E % , verschiebt den Punkt E l um die 
Strecke (E, — E t ), den Punkt E t um die Strecke (E l — _E a ) und 
macht ihn aufserdem negativ. 

Jede PunktgrôTse wird um eine gewisse Strecke durch den Er- 
gânzuugsfaktor verschoben, sind A, und A% die Grundpunkte der 
Puoktgr&fsen A. und -A, so ergiebt sich 

A, — A, — a \ + a \ (E s — E,). 



Vierter Abschnitt. 
Die Multiplikiition im Elementarsysteme dritter Stnfe. 

§ 25. Produite ans Punktgrofaen. 

Weil jeder Punkt einer Ebene ans dreî Punkten derselben, die in 
keiner Zablbeziehung stehen, nicbt in gerader Linie liegen, numerisch 
sicb ableiten lâfst, wàhlen wir als Einheit des Systèmes das âufsere 
Produkt aua irgend drei solchen Punkten E,, E % , E s und setzen 

E s E s E 3 = E l (E 2 ~E l )(E a —E 1 ) = 1, 

so dafs das Elementaraystem dritter Stufe drei ursprlingliche Einheiten, 
drei Einheiten zweiter Stufe, nâmlich E l E î , E t E a und E a E u und 
eine Einbeit dritter Stufe enthâlt. 

Durch dièse Hypothèse ergiebt sich, wenn wir 
*=s *=» 

A=^?a k E k , B—^b t E k , ... 
nehmen, 
AB = ^a k E k ^b k E k = (^ — a^E^ + («A - «A).E a .E 3 
+ (0561 — «1 h) E. -Eu 
ABC = (^a k E k ^b k E k j ^c k E k , 

h 
ABC= a 2 b 3 c, (E l E s E s ) = m(E l E s E 3 ) = m, 
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ABCD — (ABC)D = m D — m^hE^ 

ABCDE — (4B0)(.D£) = m(CE), 
und bo fort, 

Das (âufsere) Produkt aus zwei Punkten, resp. Punkt- 
grofsen ist ein Linienteil, eine Yielfachensumme der Ein- 
heiteii zweiter Stufe, dasjenige aua dreî Punkten ist ein 
Vielfaches der Einheit des Systèmes, eine Zahl, dasjenige 
aus rier Punkten ist eine Punktgrofse, ein Vielfaches des 
letzten Faktors, u. s. f. 

Die Stufenzabl des Produktes aus beliebig vie 1 en 
Grofsen ersten Grades ist gleieh dem verbleibeudeu Reste, 
wenn wir die Summe der Stufenzahlen der Faktoren, die mit 
der Ânzahl der Faktoren ubereinstimint, durch die Stufen- 
zahl drei des Hauptgebietes teilen. 

§ 26. Einfabrang des Dégriffés der Ergfttumng. 

Ist E das âufsere Produkt ans irgend einer Anzahl relativer 
Einheiten, E' dasjenige aus deu ûbrigen urspriinglichen Einheiten des 
Systèmes, dann ist 

\E—(EE')E', 
womit wir erhalten 

fà — EjE,, \E, — EiEt, \E i = E 1 E a , 
{(EtEJ-Et, \(E B E t ) = E t ; l&EJ-E,. 
\(E 1 E i E i ) = E l E i E a , |1 — 1. 
Die Ergânzung einer relativen Einheit ist eine Einlieit 
zweiter Stufe, der ihr gegenfiber liegende Fundamental- 
linienteil. Die Ergânzung einer Einheit zweiter Stufe ist 
dem ihr gegenuber liegenden Fundamentalpunkte gleieh. 
Die Ergânzung der Einheit des Systèmes, resp. der absoluten 
Einheit ist âquivalent dieser Einheit 
Weil die Begiehungen existieren 

E,(is^)-=1, E î (E i E 1 )=l, E i (E 1 E i )~l l 
{E^E t )E s = 1 , (E î E 3 )E i — 1 , (E a E l )E s — 1 , 
so erhalten wir 

Si|£ 1 =£ 1 i =l, EtlE^ — E^—l, E a \E î = E z i=\, 
(E l E a )\(E l E t ) — (_E l E,y-'-l l (E,E,)*- — l t (E s E^=l t 
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folgt 



a Elementarsyateme dritter Stufe. 153 

und ûberdies ist 

(E^E^ = (E^E^KE^E^ = 1. 

Daa ïnnere Quadrat einer jeden Einheit ist der Einheit 
de8 Systèmes, resp. der absoluten Einheit gleich. 
Ans des Gleichongen 

|E,=.E S K„ IŒ.-E») — 3 

l'^-K^JEW-^, {'(JE,!® -fà -E,E, t 
l'E, - \E, - E i E t1 \%E S E S ) - \(E a E i ) - E l , 

\*E t — |(js;jsi) = JSi , i^js;) — \Ei = ^^. 

Der Ergânzungsstrich als Operator ist ein Verwandlungs- 
faktor, er verwandelt einen Fundamentalpunkt in einen 
Fundamentallinîenteil und ci ne Einheit zweiter Stufe in 
eine solche erster Stufe. 

Die nfache Erganzung eines Fundamentalpunktes, oder 
eines Fundamentallinienteiles ist ihm selbst âquivaleiit, 
wenn h eine gerade Zahl ist, im anderen Falle ist sie eine 
Einheit zweiter, oder eine solche erster Stufe. 

Weil der Ergânzungsstrich nur auf eine geometrische Gr&fse 
wirkt, so ergiebt sich, wenn wir haben 

A — ai E ït % = a 1 {E i E^, 

\A = fl,|^ = «.(.Es-Es) — St, \% — 4|(Ek4%) — «i^i — A, 
\*A — uÀOBiBJ — a 1 E l — A, j 1 * — a^ = ^(JE^) — SI, 

nnd weil E l} E % , E 3 beliebige Punkte der Ebene mit der alleinigen 
Beschranknng, dais sie in keiner Zahlbeziehnng stehen, sind, so 
resultiert der Satz: 

Die Erganzung einer Grôfse ersten Grades ist ein 
Linienteil, diejenige eines Linienteiles ein Punkt. Die 
zweifache Erganzung einer Grôfse ersten und einer solchen 
zweiten Grades ist équivalent dieser GrBfse. 

Die Stnfenzahl der Erganzung eines déni Hauptgebiete 
untergeordneten Gebïetes ist gleich dem Unterschiede ans 
der Stufe nz ah 1 des Hauptgebietes und derjenigen dièses 
untergeordneten Gebietes. 

Sind die GrôTsen A und B aus den relativen Einheiten E lt E t , E s 
numerisch abgeleitet, ist 

A — a 1 E l + t^E, + a z E i} B — b^ + b,E, + b 3 E it 
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ao erhalten wir 

| A=\(a 1 E l +d ! £' ï + û 3 Ei) — a^Et + a^E, + th\E s , 

| A = a, J^-E, + (isE^Ei + 03-E..E, , 

\*A = a^E,) + O.IGW + o,|(^^), 

j».A = «,£, + fl a jÇ g + a„J5, = J., 
ferner ergiebt sich 

AB—(fi l b a — a > b 1 )E l E i + (aA — a s ft B ).E 3 £ 3 + («A — oA^-E 1 , 

= mtjEtEi + m%zE t E t + m^EgE, , 
| (^B)= m^K^) + rn^KE^) + «vK^-EJ 

= mïi.s-Ej + ms,8-Ei + »*a,i-Eî, 
| a (4£)= mi.sE,^ + m M E s i' s + m^E^E, = -4.B. 
Dadurch eracheinen die Ergânzungen einer Grôfse eraten and zweiten 
Grades als Viejfachenaummen der Einheiten. 

§ 27. Daa iniiore Produkt aus zwoi Groi'sen eraten und dasjenige 
ans zwei Grofaen. zweiten Grades. 

Nehmen wir \B = CD, ao bekommen wir zuniichst 
A\B — A(CD) — (CD).4 = |B4. 
Ferner erhalten wir 

A\B -^«.E^M E, - a t \ + 8,4, + «,5, , 

B\A =]?b,E,^a,\E, - o,S, + »A + "A, 
d. h. ^|S-B|^. 

Mit iï = j4 ergiebt sich 

A\A — A* — a? + o," + o,*. 
iat Oj + Oj + Oj = 0, ^ eine Punktgrofae Yom Gewiehte Null, datin 
iat Oj = — (a, + ûg), daller 

^-2(o,' + «,«,+ «,"). 
Weiter ergiebt aich 

(AB)\(CD) — 0»,,s£,E, + tn,,,E,E t + m^E,E,) 

X (»,,,£, + HI.1.E, + »,,,£,) 
(AB)\(CD) = i»,,>».,i + ■,!«« + m.,i»i,i — (CB)X^B). 
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Daa innove Pvodukt aus iwei GrCfseu eraten u. zwei Grofeen zweiten Grades. 155 
Mit (CD) — (AS) bekommen wir 

Die Faktoren des inneren Produktes bus zwei Grôfsen 
ersten oder zweiten Grades sind ohne Zeichenwechsel ver- 
tauschbar, sein Wert und derjenige des inneren Quadrates 
einer solchen Grôfse ist stets eine réelle Zabi. 



§ 28. Das auTsere Produkt bus Einheiten beliebiger Stufo. 

Zu dem Werte des aufseren Produktes ans zwei beliebigen Ein- 
heiten gelangen wir durch eine der in § 16 fur die Einheiten des 
Raumes al a System dritter Stufe ganz gleîcbe Betrachtung. Wir 
haben nur die dortigen relativen Streckeneinheiten dureb die relativen 
Punkteinbeiten zu ersetzen. Das Endergebnis lautet, wenn E und E' 
zwei beliebige Einheiten unseres Elementarsystemes sind, 

|(EE')-|E|E', (EE~)- j(|£|ff). 

Die Ergânzung des aufseren Produktes aus zwei be- 
liebigen Einheiten ist gleich dem aufseren Produkte aus 
den Ergânzungen dit s or Einheiten. Das âufsere Produkt 
aus zwei beliebigen Einheiten ist équivalent der Ergânzung 
des aufseren Produktes aus den Ergânzungen dieser Ein- 
heiten. 

Durch diesen Fundamentalsatz ergiebt sich unmittelbar 

E 1 (E a E a ) = |M|^ = \{E t E a E i ) — E t E % E s — 1 , 
E t {E s E { ) = |(^-B 3 )|^ = \{E t E z E % ) - 0; 
(E l E l )(E t E i ) = \Et\Ei - \(E s E l ) = E i - (E.E^E^ 
(E,Eà(.E»Ei) = \E, \E S - KE&) = E a = {E^E^E, , 
(£^)(M) = \E,\E S - [(^JE,) = E 1 - {E x E t E l )E l , 
(E l E i )(E 1 E i ) - \E t \E 3 - \(E b E 3 ) = 0. 

Daa Produkt ans zwei (versehiedenen) Einheiten zweiter 
Stufe ist regreasiv und ihrem gemeinsamen Elemente gleich, 
dasjenige aus einer solchen Einheit und ihr selbst ver- 
schwîndet. 
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§ 29. Die Krganzung des aufseren Produites aus ewei Grofsen 
ers ton Grades. 

Der obige Fundamentalsatz gilt auch fur die Grofsen ersten 
Grades. Wir erhalten 

\A\B =^a t \E k ^b t \E t — m M i; + rn^-E, + m^E^ 

UDd weil dièses Résultat gleich (ATÏ) ist, so folgt 
|(^B) - |jl|B. 
Die Ergânzung des Produktes aus zwei Grofsen ersten 
Grades ist de m Produite aus den Ergânznngen seiner 
Faktoren gleich. 

§ 30. Produkte ans Linienteilen. 
Setzen wir in der Gleichung 

fàEàiEtEa) = {E l E i E^E t 
auf ihrer linken Seite an die Stella Ton E t die aus samtlichen relativen 
Einheiten abgeleitete Grofse B, so ergiebt sich 

[E&Et + b t E t + b a E t )] t^E, + b t E s -f b s E a )E 3 ] 

— (b^Ei + fcgE^gJ^EjEi, + bsE s E s ) 

— hQ>iE t + i,^ + *» S -E S ) 

— [£,(&,#, + b t E, + b.E^E^E, + i^ + b s E 3 ), 

folglich ist 

(EtBXBEt) — (E L BE S )B. 

Dasaelbe Résultat ergiebt sich aber auch nnmittelbar, wenn wir be- 
denken, dafs die Fundamentalpunkte beliebige Punkte der Ebene sînd. 
Daraus schliefsen wir, dais ganz allgemeîn 

(AB)(BC) = (ABC)B 
ist, dafs die zwischen den relativen Einheiten des Systèmes bestehenden 
Relationen auch fur Grofsen ersten Grades gelten. 

Weil ein Linienteil seinen Wert aient andert, wenn er beliebig 
auf seînem Trâger verschoben wird, so liefert die letzte Formel, 
indem wir ein Produkt aus beliebigen Grofsen im Elementarsysteme 
dritter Stnfe ein planimetrisches Produkt nennen, den Satz: 

Das planinietrische Produkt aus zwei Linienteilen ist 
ein Vielfaches des Schnittpunktes ihrer Trâger. 



, y GoogIe 



Ergftuiung d. Produktea aus 2 GrCfeen crsten Grades. Produite ans Linienteilen. 157 

Infolge der letzten Gleichung, oder wenn wir auf die entaprechenden 
Einheitenprodukte zurflckgreifen, ergiebt sich 

(AB)(CA) = (BA)(AC) = (BAC)A = — (ABC)A, 

(BA)(CA) (BA)(AC) (BAC) A = (ABC) A, 

und so fort 

Sind AB und CD zwei parallèle Linienteile, so ergiebt sich fflr 
das Produkt ans ihneu, wenn wir bedenken, dafs die Streeken dieser 
Linienteile gleiehartig sind, (D — C) •= m(B — Â) ist, 
(AB)(CD) = [A(B- A)] \C(D — C)] = m[A(B — A)] [C(B - A)] , 
und weil (B — A) eine Grdfse ersten Grades vom Gewiehte Null iat, 
ao folgt 

(AB)(CD) — - [mA(B — A)G](B — A) [A(D — C)C](B - A), 

mithin ergiebt sich 

(AB)(CD) = (ACD)(B — A). 

Das planimetrÎHche Produkt aus zwei parallelen Linien- 
teilen AB und CD ist eine zu ibnen parallèle Strecke, welche 
sicb zu der Strecke (B — A) algebraisch wie das Spatheck 
der Punkte A, C und D zur Einbeit verhiilt. 

Seien AB, BG und CA die Faktoren eines planimetriscben 
Produktes, welche mit den Seiten des Dreiecks der Punkte A, B und C 
zusammenfallen. — Fur dasselbe erhalten wir t 

(AB)(BG)(CA) — [(AB)(BG)](CA) = (ABC)BCA = (ABC)(ABG) 
- (ABC)*. 

Das planimetriscbe Produkt aus drei, die Seiten eines 
Dreiecks bildenden Linienteilen ist dem vierfachen Quadrate 
der Flachenzahl dièses Dreiecks gleich. 

Es sind AB, AG und AD drei Linienteile mit dem gemeinBamen 
Elemente A, fur das Produkt aus ihnen ergiebt sich 

(AB)(AC)(AD) = [(AB)(AC)](AD) = (ABC)AAD, 

mithin ist 

(AB)(AC)(AD) — 0, 

und weil Linienteile auf ihren Tragern beliebig verschobeu werden 
kSnnen, obne dafs dadureb eine Wertanderung derselben eintritt, so 
resultiert der Satz: 

Das planimetrische Produkt aus drei Linienteilen auf 
in einem Punkte sich sebneidenden Tragern verschwindet 
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§ 31. Daa Produit ans zwei Linienteilen und einem Pnnkte. 

Seien AB und AC zwei ungleichartige Linienteile und sei D eiu 
nicht mit den Tragern dieser Linienteile zusammenfal leader Punkt, 
dann ist 

(AB)(AC)D = (ABC)AD — mAD, 

(AB)D(AC) = (ABD)AC=>nAC, 

D(AB)(AC) = (DAB)AC=nAC. 

§ 32. Innere Prodokte. 

Fur daa innere Produkt aus den Linieuteileu AB und CD 
ergab sien 

(AB)\(CD) = (0D)UB). 

Auf demaelben Wege wie ffir dae innere Produkt aus zwei Feldern, 
§ 19, finden wir, dafs aucb. 

™*»-\% z\- 

Damit dièses Produkt yerschwinde, miissen A, B und F = \(CD) in 
einer Zahlbeziehung stehen, muts 

\(CD) — F — aA + bB , CD ~ a\A + b\B 
sein, oder die vorstehende Déterminante den Werfc Null. besitzen. 
Mit CD = AB ergiebt aieh 

(ABy — A*Bi- (A\B)*, 
Fur das innere Produkt aus einem Linienteile und einem Pnnkte er- 
halten wir, wenn wir (AB) =■ \F setzen, 

(AB)\C= \F\G— \(FC) = - \C\F \C(AB), 

(AB)\G-\(FO)=*G, 

C[(AB) = CF FC \(AB)C. 

Das innere Produkt aus einem Linienteile und eines 
aufserhalb seines Triigers gelegenen Punktes ist ein Punkt, 
dasjenige aus einem Pnnkte nnd einem Linienteile ein 
Linienteil. Die Faktoren dieser aufseren Produkte sind nur 
mit Zeichenwecbsel vertauschbar. 

§ 33. Das planijnetrische Produfct ans zwei Grofson dritter Stafe. 

Genau auf demselben Wege wie fur das âufsere Produkt aus 
zwei Spathen, § 20, iinden wir 
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A^B, A t \B t A 3 \B t 
(A l A s A 3 )(B l B !l B s ) = aÎ\B 3 A,\B t A 3 \B S . 

A^Bs A S \B S As\B s 
Siimtliche in § 20 fur Grofsen im Gebiete des Raumes aïs von 
dritter Stufe entwickelten Produktformeln lasaen sich unmittelbar auf 
das Gebîet der Ebene als Elementàrsysteni dritter Stufe ûbertragen, 
wir haben lediglich an Stelle der dortigen Streeken Pankte zu sub- 
stitua eren und den Wortlaut der dortigen SStze entsprechend zu 
ândern. 

§ 34. Mehrfaktorige planimetrisehe Produite. 

Ein planimetrisches Produkt ist ein Produkt aus Punkten und 
Linienteilen in der Ebene als Elementàrsystem dritter Stufe unter der 
Annahme E^E^E^ = 1. 

Ein solches Produkt bezeichnet Grafsmann mit 5|3. 

Sei 

%=» VA&C8E... 

ein planimetrisches Produkt, in welchem auf einen Punkt abwechselnd 
Punkte und Linienteile in der Weise folgen, dafs keine zwei benach- 
barten Faktoren inzident sind. 

Die Auswertung eines solchen Produktes ist in der Weise zu be- 
wirken, dafs wir mit der Verknûpfung der Faktoren von links nach 
recbts fortschreiten, wodorch wir erhalten: 

VA = a = dem durch die Punkte U und A bestimmten Linien- 
teile, 
UA(i = afi = mS = einem Vielfachen des Schnittpunktes S der 
Trâger der Linienteile a und $, 
UA(iC = mSC = ma — einem Vielfachen des durch die Punkte 8 
und G bestimmten Linienteiles , 
UA(iCd = meS = mnT= einem Vielfachen des Schnittpunktes der 

Trâger der Linienteile a und Ô, 
und so fort. 

Setzen wir VA = Ç, dann wird 

$ = ÇpCSE . . . 
und ebenso wie vorhin ergiebt sich 

% = %pC8 = miT. 

Folgen in einem planimetriscben Produkte auf einen 
Punkt abwechselnd Punkte und Linienteile, oder auf einen 
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Lînienteil abwechselnd Liuienteile und Punkte, und aind 
zwei benachbarte Faktoren desaelben nicht inzident, bo ist 
sein Wert steta von Null verschieden. 

Iat in einem pi anime tris chen Produkte die Suinme der Stufen- 
zahlen seiner Faktoren gleich oder kleiner ala die Stufenzahl drei des 
Hauptgebietes , bo ist es rein progressif, demi in diesem Falle ist 
jeder Fsktor mit dem vorhergehenden durch progressive Multiplikation 
verbunden. Das Ergebnis der Verknùpfung ist dann atets eine Grôlse, 
deren Stufenzahl gleich der Summe der Stufenzahlen der Faktoren 
iat. Teilen wir dièse Summo durch die Stufenzahl des iiauptgebîetcs, 
dann giebt der verbleibende Rest die Stufenzahl des Ergebniaaes. 
Ûbersteigt die Summe der Stufenzahlen der Faktoren die Stufenzahl 
des Hauptgebietes, dann iat das Produkt regressiv, denn es ist dann 
nicht mehr die Summe der Stufenzahlen seiner Faktoren gleich der 
Stufenzahl des Ergebnisses, dieae liegt vielmehr ateta zwischen 1 und 3 
in der Weise, dafs wenn 4, 5, 6, 7, 8, 9 .. . die Summen der Stufen- 
zahlen der Faktoren sind, das Ergebnis die Stufenzahlen 1, 2, 3, 1, 2, 3... 
aufweist. Dadurch lâfat sich die Wertbeschaffenheit eines jeden plani- 
metrischen Produktes mit Htllfe der Stufenzahlen seiner Faktoren an- 
geben. 

Die Stufenzahl eines planimetriachen Produktes iat 
gleich dem verbleibenden Reste, wenn wir die Summe der 
Stufenzahlen seiner Faktoren durch die Stufenzahl des 
Hauptgebietes dividiereu, iadem eine Grofae dritter Stufe 
als Zahl von nullter Stufe ist. 

Beispîelsweiae ist 

5f = AjiCdë = einem Linienteile, 
denn es ist die Summe der Stufenzahlen der Faktoren dièses Produktes 
gleich l-f-2-f-l-f-2 + 2=>8 und 8:3 = 2 + -|-, der Diviaions- 
rest gleich 2, mithin daa Ergebnis ein Lînienteil. 

Das zu einem Produkte von m progreasiven Faktoren gehijrende 
régressive Produkt ist gleich dem Produkte aus den Ergânzungen 
seiner Faktoren, es ist rein regressiv, denn jeder Faktor ist mit dem 
vorhergehenden durch régressive Multiplikation verbunden. 

Das dem Produkt AB entaprechende régressive Produkt ist mit 
\Ar—-a, \B = /3 gleich «d, die Stufenzahl des ersten Produktes ist 
gleich 2, diejenige dea zweiten Produktes gleich 1, letztere wird ebenso 
wie die des uraprûrtglichen Produktes erhalten. 

Weil die Stufenzahl der Ergânzung eiuer Grofae gleich dem Unter- 
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schiede aus den Stufenzahlen des Hauptgebietes und dieser Grôfse ïet f 
ao ergiebt sich die Summe der Stufenzahlen der Faktoren des regressiven 
Produktes dadurch, dafs wir die Summe der Stufenzahlen der Faktoren dea 
progressiven Produktes von 3m ahziehen. Ist fur das ursprflngliche 
Produkt dièse Summe gleîch oder kleiner als 3, dann ist die Summe 
der Stufenzahlen der Faktoren des neuen Produktes gleich oder grofser 
als (3m — 3). Bei fortachreitender Multiplication liifst sieh jede der 
dabei auftretenden Grappe von Einheiten dritter Stufe auf die Form 
(E l .E i E s ) bringen und dieser Faktor gleich 1 setzen, so dais das 
Produkt selbst nur von militer, resp. dritter, zweiter* oder erster Stufe 
sein kann. 

Ist die Summe der Stufenzahlen eines planîmetrîschen Produktes 
von m Faktoren grofser als 3 und kleiner als (3m — 3), dann heifst 
dasselbe ein gemisehtes Produkt, denn dann sind seine Faktoren teils 
durch progressive, teils dur en régressive Multiplikation miteinander 
verbunden. 

Bestimmen wir die Wertbeschaffenheit eines planimetrischen 
Produktes durch successive Multiplikation, dann bleibt schliefslich ein 
dreifaktoriges Produkt iibrig. Insbesondere verschwindet dièses Produkt, 
wemi es aus drei in gerader Unie liegenden Punkten, oder aus drei 
Linienteilen, deren Tr&ger in einem Punkte sich sebneiden, besteht 



§ 35. Planimetrische Produite aus Punkten and Linien. 

Kommt es bei einem planimetrischen Produkte our auf dessen 
Wertbeschaffenheit, nur darauf an, ob dasselbe einen Punkt, einen Linien- 
teil oder eine Zabi darstellt, dann entseheiden wir solohes stets mittelst 
der Stufenzahlen seiner Faktoren. Ist die Untersuchung unabhângig 
von der Grôfse des Ergebnisses, dann lassen sich an die Stelle der 
Linienteilfaktoren ihre Trager, ihre Linien setzen. — Umgekehrt 
konnen wir ein planimetrisches Produkt aus Punkten und Linien kon- 
struieren, wenn nur solche Grôfsen in Frage kommen. Im letzteren 
Falle hedeutet das Produkt: 

AB die durch die Punkte A und B bestimmtc gerade 
Punktreihe, 
o.fi den Schnittpunkt der Geraden a und fi, 
A fi oder fi A die durch den Punkt A und die Gerade fi gehende Ebene, 
eine gewisse Zabi, wobei A nicht in fi liegt und das 
Produkt nur verschwindet, wenn es mit eïner Grôfse, 
welche gleich Null ist, multipliziert wird. 
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Zwei Grôfsen A und T nennen wir kongruent, wenn zwischen 
ihnen die Beziebung A = «l~ bestebt, noter n irgend eine réelle, von 
Null verschiedene Zabi verstanden, und setzen, uni dièse Kongruenz 
auszudriicken A = f, lesen A kongruent f. 

Zwei extensive (geometrische) Grôfsen sind kongruent, 
wenn zwischen ihnen eine Zahlbeziehung bestebt und keine 
von beiden gleich Null ist. 

Z. B. bedeutet A l^: B, dafs die Punkte A und B demselben 
Punktgebiete angehoren, AB^CD, dafs dièse Linienteile auf dem 
nâmlichen Trâger liegen, dafs resp. dièse Linien zusammenfallen, 
ABC=DEF, dafs dièse Flâchenteile derselben Ebene angehôren. 

Setzen wir in dem planimetriscben Produkte AT, in welchem 
A und r einfacbe Faktoren bedeuten sollen, an die Stelle von V die 
Groûe nf, dann ist 

A(«Q — «Ar, 
iilso ist 

A(" = «Ar = A(nr). 

Ein planimetriscbes Produkt bleibt sich selbst kon- 
gruent, wenn wir an die Stelle irgend eines seiner Faktoren 
einen diesem Faktor kongruenten Faktor setzen. 

Ein planimetrisches Produkt militer Stufe ist ein solcbes, bei dem 
die Summe der Stufenzahlen seiner Faktoren durcb die Stufenzahl des 
Hauptgebietes ohne Beat teilbar ist, dessen Wert durch eine réelle 
Zahl reprasentiert wird. Ein solcbes Produkt ist mitbin dann nur 
einem anderen kongruent, wenn entweder beide Produkte zugleich 
Null, oder beide gleicbzeitig von Null verscbieden Bind. Setzen wir 
also in einem Produkte nullter Stufe an die Stelle eines beliebigen 
Faktors einen ihm kongruenten Faktor, dann bleibt dasselbe gleich 
Null, wenn es urspriinglicb Null war, von Null verscbieden, wenn sein 
Wert von Null verscbieden war. 

Ein planimetrisches Produkt aua zwei Faktoren bleibt 
sicb selbst kongruent, wenn wir seine Faktoren miteinander 
vertauscben. 

Es ist AB— — BA, daher AB = BA, 
Afi — ÇA, „ A$ = $A, 



Ein planimetrisches Produkt aus drei Punkten oder 
aus drei Linien bleibt sich selbst kongruent, wenn wir 
seine Faktoren beliebig ordnen oder zusammenfassen. 
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Denn jedes dieser Produkte bleibt ein Produkt nullter Stufe, 
gleichviel wie wir seine Faktoren ordnen. 

B estent ein planimetrisches Produkt aus den beideu Faktoren 
A =- Aa(iCS ..., B = tt,)-,»^,..., 
dann ist 

AB = BA. 

Denrt die Stufenzahlen der Faktoren A und B sind entweder 1, oder 2, 
oder 3, wobei die letztere nicht in Betracht kommt, da dann einer der 
beiden Faktoren eine Zabi bedeutet, und die anderen Fâlle wurden 
soeben erledigt. 

Ein planimetrisches Produkt nullter Stufe bleibt sich 
3elbst kongruent, wenn wir die Ordnung seiner Faktoren 
umkehren, oder beliebig viele letzte Faktoren in eine 
Elammer sehliefBen und dann umkehren. 

Ist 

$ = A 1 A i A t A_ 3 ^,-i^, 

ein solches Produkt, dann ist die Summe der Stufenzablen seiner 
Faktoren durch 3 obne Rest teilbar. Setzen wir nun 

$ = (4 1 i,i s ...i,_ s ^_ 1 )i, = PA n , 
bo ist, weil PA n eine Zabi bedeutet, PA X = A n P r folglicb ist 

4, Jj4 .... l„-,4, = i,(i,i, .... i,- a Vi). 
Setzen wir weiter 

A a (A,A s ... ^ n _î)A-i = AP,4,-., 
dann bedeutet das Produkt i.P.A-i eine Zabi, mitbin ist 

AnPiA.-i^AnAn-lPi, 

daher besteht die Relation 

A 1 A a A i ,...A n - 1 A» = A a A*-i(A l A a ..,.A^ 1 ), 
und wenn wir in dieser Weise fortfahren, so gelangen wir schliefslieh zu 

44 4-i4 = A n A H - t 44. 

Nun ist ferner 

44 A*-iA« = (A„A„-! 44)4 

= 4(J sJ 4,,_, ...44). 
Damit ist der obige Satz bewîesen. 

Von besonderer Wiehtigkeit sind diejenigen planimetriscben 
Produkte nullter Stufe, deren Wert gleicb Null ist. 
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Die Gleichung 



ABC=0 



sagt bus, dais die Punkte A, B und C in gerader Lime liegea. 
Die Gleichung 

A$-=Q, oder 0A = O 

thut dar, data der Punkt A in der Linie /3 liegt, die Linie durch 
den Punkt J. hindurchgeht. 
Die Gleichung 

afiy = 

drîickt aus, dafs die Linien «, /J und y in einem Punkte sich schneiden. 
Infolge des zuletztflir planimetrische Produkte nullter Stufe be- 
wieaenen Satzee lâfst sich, weil aile fiir planimetrische Produkte 
nullter Stufe angefilhrten Sâtze aueh jetzt noch gelten, jedea der in 
Rede stehenden Produkte umkehren, es ist, wenn 

AB6EÇFG — 
isb, auch 

GFÇEâBA = 0. 

Dnter den unendlich vielen planimetriechen Produkten hoherer 
als nullter Stufe und deren Wert équivalent Null iat, verdienen zwei 
der besonderen Erwahnung. 

Das erste dieser Produkte iat 

AB3*=0, wenn AB^Oist, 

Danu mufs die Linie AB mit der Linie d zuaammenfallen, d. h. es 
milssen die Punkte A und B der Linie o* angehôren, so dais unter 
den gegebenen VerhâltniBsen 

^# = und BS — 
ist 

Die zweite Gleichung lautet 

a pC = 0, «0^0. 

Damit dieae Gleichung befriedigt werde, mufa der Punkt C mit dem 
Punkte (a0), dem Schnittpunkte von a und (i zusammenfallen, d. h. gleich- 
zeitig in den Linien a und liegen, wodurch die gegebene Gleichung 
in die zwei Gleichungen 

«0=0 und 0(7— 
aerfâllt. 

Schliefslich erwâbnen wir noch das Produkt nullter Stufe 
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Dasselbe kann geschrieben werden 

so dais die drei Linien (AH), (i und (CH) durch einen Punkt gehen 



Unserer Gleichung konnen wir aber auch die Form gebeu 
(AHp)CH=0, oder POff=0 
mit P S (AHfi) , d. h. sa miïssen die drei Punkte P, C und H eiuer 
geraden Pnnktreihe angehôren. Àber der Punkt P liegt in der 
Geraden (AH), folglich mufs der Punkt C mit dieser Linîe zusammen- 
fallen. 

Wenn also die Gleichung 

AHpCH=~ 
besteht, dann befindet sich entweder der Punkt H in der Linîe fi, oder 
der Punkt C in der Linie (AH). 

§ 36. Fnnktreihen und S trahie nbûsohel. 

Die Gleichung 

Pj3«=0, oder fiU—O 
ist, mit U als variablem Punkte und fi als fixer Lïnie, diejenige der 
Punktreibe fi, und die Gleichung 

ABU=Q 
giebt die durch die Punkte A und B bestimmte gerade Punktreihe. 

Ist A ein fester Punkt und durchwandert eiu Punkt U die Ebene, 
so ist AXJ der Ausdruck fflr jeden durch den Punkt A gehenden 
Strahl | dieser Ebene, daher ist 

%~AV 
die planimetrische Gleichung des Strahlenbûschels mit dem Mittel- 
punkte A. 

Liegen insbesondere die Punkte U auf der Linie fi, eo ist 
U=tp = AUp, 
es ist dièse Gleichung diejenige der Punktreihe fi, welche zu dem 
Strahlenbûschel un A perepektiviBch liegt, denn auf jedem Strahle 
des Bilschels befindet sich ein Punkt der Punktreihe und jeder Strahl 
des Bùschels geht durch einen Punkt dieser Reihe hiudurch. 

Nehinen wir einen Punkt C der Ebene, welcher nicht auf fi liegt und 
nicht mit A zusammenfâllt, als den Mitttelpunkt eines zweiten Strahlen- 
biischela an, dessen Strahlen ij durch die Punkte V Ton fi gehen, 
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dann ist, wenn wir die sich in demselben Punkte U schneidenden 
Strahlen der beiden Bîischel einander zuordnen (Fig. 45), die plani- 
inetrische Gleichung des zweiten Strahlenbiischels 
v =UC=AUpC=UApC. 

Weil die Strahlenbûschel UA und UAfiC zu der Punktreihe UAp 
perspektivisch liegen, so sagen wir, dafs sie m perspektivischer Lage 
seien und dafs die Gerade j3 ihr perspektivischer Durchschnitt sei, 

Multiplizieren wir die beiden Seiten 
Flff ' 1S der Kongruenz 

UA^G= UC 
mit U, so folgt 

UAPCU=0 (1) 

als planimetrische Gleichung fiir den Ort 

des Punktes U, des perspektivîschen Durch- 

schnittes der beiden Strahlenbûschel. 

Nach dieser Gleichung miiBsen die Punkte (UAfi), C und U in 

gerader Linie liegen, was nur dann môglich ist, wenn 

UA(i = ÏÏ, oder UAC = 
ist Die erate dieaer Gleiehnngen gîebt, mit § multipliziert, 

d. h. der Punkt U mufs auf j3 liegen. Die zweite Gleichung sagt 
aus, dafs der Punkt U auf der Geradeu der Punkte A und C sich be- 
wegen mufs. Mithin zerfàllt die Gleichung (1) in diejenigeu zweier 
geraden Linien, von denen die erste den perspektivîschen Schnitt giebt 
Legen wir durch die beiden Strahlenbïïschel um A und C die be- 
liebigec Geraden y und d, dann schneidet das erste Strahlenbûschel 
aus der Geraden y die Punktreihe U u das zweite aus der Geraden â 
die Punktreihe V heraua, es ist 

d = £y= UAy, V=r}Ô= UCÔ , 
U=kp=UAp, U=yP=UCfi. 

Entsprechende Punkte der Puuktreihen fj und U, sowie V und U 
sind solche auf demselben Strahle Ç des ersten, sowie auf demselben 
Strahle t) des zweiten Strahlenbiischels, weshalb wir sagen, dafs solche 
Punktreihen in perspektivischer Lage sich befindeu. — 2wei Punkt- 
reihen sind mithin in perspektivischer Lage, wenn ihre Kongruenzen 
denselben, um den namlichen Punkt rotierenden Strahl aufweisen. 
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Jedem Stralile ij = ( UAfiC) entspricht ein Punkt F ez: ( UAfiCS) 
auf der Geraden S. Daher entspricht dem Strahlenbûschel um C iiber- 
haupt die Gerade {UAfiCS) oder S. 

Weil die Punktreihen Ï7, und U, sowie V und C zu eînander 
perspektivisch liegen, sagen wir, dafs die Punktreihen U t und V in 
projektiyÎBcher Lage seien. 

Im vorliegenden Spezialfalle ist 

U x =UAy, Y= UAfiCS, 

womit die projektivische Lage der Punktreihen U l und V dnrch 
pknimetrische Prodakte zum Ausdruck gebracht worden ist. 

Iat E ein weiterer beliebiger Punkt der Ebeue (Fig. 45) und 
ziehen wir die Strahlen £ = VE, daim entsteht um den Punkt E aïs 
Zentrum ein drittes Strahlenbûschel. Jedem Stralile UA entspricht 
ein Punkt UAfi auf fi, jedem Strahle UC ein bestimmter Punkt UCfi 
auf fi, die Strahlen UA' nad UC, welche durch denselben Punkt von fi 
gehen, eind entsprechende Strablen der zu eînander perspektivischen 
Strahlenbûschel um A und C Jedem Strahle UC entspricht ein be- 
Btimmter Punkt V der Geraden S, der Schnittpunkt beider, 

Ve= UAfiCS. 

Durch diesen Punkt geht ein Strahl des Strahlenbuschels um E, welcber 
den Strahlen UA und UC entspricht, es iat 
t, ^l= UAfiCS E 

die Gleichung des Strahlenbuschels um E, welcher mit dem Strahlen- 
bdschel um C perspektivisch liegt, und weil die Strahlenbûschel um 
G und A in perspektischer Lage sich befinden, sagen wir, dais die 
beiden Strahlenbûschel um A und E projektivische Strahlenbûschel 
seien. 

In der vorstehenden planimetrischen Kongruenz folgen auf einen 
Punkt abwecbselnd Punkte und Linien. Das Strahlenbûschel UA um 
A und die Punktreihe UAfi auf fi, das Strahlenbûschel um A und das 
Strahlenbûschel UAfiC um C, die Punktreihen UAfi uud UAfiCS 
sind in perspektivisch er Lage, dahingegen befinden sieh das Strahlen- 
btischel UA und die Punktreihe UAfiCS, sowie dasselbe Bïïschel und 
das Strahlenbûschel UAfiCSE in projektivischer Lage, es sind A und 
C, fi und S durch je einen Faktor, aber A und E durch mehrere 
Faktoren voneinander getrennt, woraus der Satz resultiert: 

Folgen in einem planimetrischen Produkte auf einen 
Punkt abwechselnd Punkte und Linien, enthâlt dasselbe ab- 
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wecliaelnd Strahlenbtischel und Punktreihen aie Faktoren, 

dann sind zwei Faktoren perepektivisch, wenn aie durch 

einen Faktor voneinander getrennt sind, soust projektivisch. 

Seien A, B, C, D vier Punk te einer gera- 

den Punktreihe, A und B, C und D konjugierte 

Punkte, sei der Mittelpunkt eines dazu per- 

spektivisch gelegenen Strablenbiiscnels, (A — 0) 

= «, (B — 0) = p, (C- 0)=- r , (D— 0)-<S 

(Fig. 46). 

Unter m eine gewisse réelle Zahl verstao- 
den, existiert die Beziebung 
AC AD , AC AD 

CB =m DB> 0der CB ; BB = m - 

Weil mit AB = nEF die Gleichong besteht OAB = nOEF, so ist 
aucb 






OCB 


0{A- 


-0)1.0- 


-0) 


0(0- 


-0)(B- 


-0) 


<A- 


-0)(0- 


■ 0) 


V- 


0)(B- 


-<>■) 



' OBB> 
0(A - 0)(D- 0) 
00 — O) (B — 0)' 

(A -0)(D~0) 

(D — 0)(B — 0) » 



d. i. 
mithin 

oder 

ip =m Jp\ 
und der Obergang von den Strecken zu den Zahlen giebt: 
« C ein(«,r) ad»in(«,*) 

c6aio(y,ft "*« •»(«,(!)' 

d î - w»<«.y) . nn(«,0 = ,_ 

folglich erbalten wir 

ACAD gin(«, T ) _ BÎnfn, g) 

CB : DJÏ = aiii (y, P) : sin(#, "jî) ' 
„Die Doppelverhâltnisse sue vier Punkten einer Punktreibe nnd 
den entsprecbenden Strablen eines dazu perspektischen Strahlenbflschela 
sind einander gleicb." 

§ 37. Die Kurve zweiter Ordnung. 

1) Die planimetrische Gleichung des zu dem Strahlenbtischel un 
A projektivischen Strahlenbuschels um E (Fig. 45, Seite 166) lautet 
t= UApCSE. 
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Je zwei entsprechende Strahlen £ wid g dieser beiden Btlschel 
schneiden aicli in einem Punkte. Die Gesamtheit aller dieser Punkte 
ist ein geometrisches Gebilde, welches wir Curve nennea. Ist U der 
Schnittpunkt entsprechender Strahlen £ und g, dann ist 

UAPC8E= UE, 



und niultipliz 

folgt 



; wir die beiden Seiten dieser Kongruenz mit U, so 

UApCSEU=0, (1) 

die planimetrische Gleichung des Ortes der Punkte U, des Erzeuguissea 
der beiden projektivischen Strablenbiiscbel mit den Mittelpunkten A 
und E. Das in dieser Gleichung eiitbaltene planimetrische Produkt 
ist von nullter Stufe und der variable Punkt U trïtt in ihr zweimal 
als Faktor auf. 

Sei eud umgekebrt dièse Gleichung gegeben und ibre Bedeatung 
zu untersuchen. Gegeben sind die Punkte A, C, E, die Geraden 
und S (Fig. 47), welch* letztere im Punkte C t sich schneiden. 

Ziehen wir den beliebigen Strahl TJA, so ist UA$ = P, weiter 
ist UAQCgWich der durcb P und Cbestimmten Geraden PC, (UApC)3 
= (PC)8 = Q, (UApCS)E~QE=àer durch Q und E bestimm- 



ten Geraden, (UApCSE) U= QEU= 0. 



Somit muas der Punkt U 
des Erzeugnisaes auf den 
Strahlen VA und QE 
liegen, er ist der Schnitt- 
punkt beider. Auf dièse 
Weiae ergeben sich be- 
liebig vicie Punkte der 
Kurve, es en ts tek en um 
die Punkte A, E und C 
Strahlenbûschel, die bei- 
den ereteren sind per- 

spektivisch zu dem Strahlenbûschel mit dem Mittelpunkte C gelegen. 

Die Gerade /î ist der perspektivische Sclinitt der Strahlenbûschel um 

A und G, die Gerade â derjenige der Biischel um E und C, dem- 

naeb sind die beiden Strahlenbûschel um A und E projektivisch. 

„Das durch die planimetrische Gleichung gegebene Gebilde ist 

das Erzeugnis zweier projektivischen Strahlenbucbel." 

Die Ecken P und Q des Dreieeks UPQ liegen stets auf den 

festen Geraden /3 und S, seine Seitenlinien gehen durch die festen 

Punkte C, A und E. 
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„Das durch die Gleichung (1) gegebene Gebilde wird auch erzeugt 
durch den einen Eckpunkt eines verânderlichen Dreiecks, dessen beide 
anderen Eckpunkte auf festen Geraden fortttlcken, wahrend seine 
Seitenlinien um feste Punkte sîch drehen." 

Fur unser planimetrisches Prodakt nullter Stufe besteht die Be- 
ziehung 

TJA$C8EU= UESCPAU=0. 

Mit U = A wird TJA ■= und damit. das ganze Produkt gleicb Null, 
ebenao verachwindet dasselbe mit JJ= E, denn dann ist UE = und 
damit der zweite Auadruck gleîch Null, d. h. A und E sîud Punkte 
der Kurve. Ziehen wir ala Strahl VA den Strahl AC t ala Strabl des 
ersten Bftschels und konatruieren 

QApCSEU—O, 
so ergiebt sich TJ=C t , daher ïat der Schnittpunkt C t von fi und d 
ein weiterer Punkt der Kurve. Mit TJA = G A ergiebt aich, indem 
vfir 

CApCSEU=0 

konatruieren, U= (CA)d = B, und mit' VE = CE erhalten wir, 
wenn wir 

CESCpAU—0 

konstruieren, U= (CE)(i = D. Daher aind auch B und D auf S und 
Punkte der Kurve. Jetzt ist = 0,1), S — C^B und weitere be- 
aondere Punkte der Kurve liefert die planimetriscbe Gleichung nicht, 
nur fttnf aolche. 

„Die Kurve iat durch fiînf Punkte beatimmt" 

Sind dièse Punkte A, B, C t , D und E gegeben, ao wird mit 
(3 = 0,2), C = {AB)(DE), S = B0 1 die planimetriache Gleichung 
der Kurve 

UA(G ± D) [(AB)(DE)] (BC,) E U=- 0, 
welche nur Punkte enthàlt. 

Ist A R ein Strabl des Biîachela um A, welcher nicht durch 
einen weiteren gegebenen Punkt hindurchgeht, dann konnen auf diesem 
Strahle anfser A nocb mehrere Punkte der Kurve liegen, woffir die 
Gleichung 

RApCSEU=0, oder (RA$C8E)U~=Q 
bestehen mufs. Daher mufs der Punkt U sowohl auf der Geraden 
(BA) als aoeb auf der Geraden ÇRAfiCôE) liegen, von denen die 
erstere nicht durch den Punkt E geht, der Schnittpunkt dieaer Ge- 
raden aein. Der beliebige Strahl li A hat demnach nur zwei Punkte 
mit der Kurve gemein. 
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„Jede gerade Linie schneidet die Kurve in bôchstens zwei Punk- 
ten, wesLalb sie eine Kurve zweiter Ordnung genannt wird." 

„Das Erzeugnis zweiei projeetiviacheii Strahlenbtfschel iat eine Kurvc 
zweiter Ordnung. — Drehen sich die Seitenlinien eines verânderlichen 
Dreiecka uni feste Punkte, wahrend zwei seiner Ecken auf festen Ge- 
raden fortrficken, dann bescbreibt seine dritte Ecke eine Kurve zweiter 
Ordnung." 

Die Gegenseiten des Sechsecks der Punkte A, B, C 1 , I), E und 
U schneiden aich in den Ponkten C, P und Q, welehe stets in einer 
geraden Linie liegen. — Die Punktgleichung der Kurve lâfst sich 
schreiben 



es ist 



[(UA)(C t D)][(AB)(DE)][(BC^(EV)]-0, 
(P"^)(C,7)) = P, (AB)(DE) = C, (BC l )(EV) = Ç, 



Kg. «8. 



PCQ = 0. 

„Die Schnittpunkte der Gegenseiten eines einer Kurve zweiter 
Ordnung eingesehriebenen Sechsecks liegen in einer geraden Linie 
(Satz des Pascal)." 

2) In dem Spezialfalle, wo 
der Punkt A auf S, der Punkt E 
auf /ï liegt, also AS = und 
£0 = iat, sind die Punkte A 
und B, D und E koinzident, ist 
B=A, D—>E. Die aussere Dia- 
gonale PC des vollstândigen Vier- 
eeks jlCjEÏJund diejenige P 1 Q l 
des vollstândigen Vierecks. ( iC 1 .EÏ7 1 
(Fig.48) gehen durch den Punkt C. 
„Die Susseren Diagonalen aller einer Kurve zweiter Ordnung ein- 
geschriebenen Vierecke mit drei festen Ecken scbneiden eich in einem 
Punkte." 

Weil B = A, D = E ist, bo werden die Strahlen AC=BC und 

E<7= DC zu Tangenten der Kurve in den Punkten A und E. Daraus 

ergiebt sich eine einfache Tangentenkonstruktion, 

p k* *° y vreim die Kurve und der oder die Bertihrungs- 

punkte gegeben sind. 

3) Ein zweiter besonderer Fall ist der, dass 
Afi = und ES — sind, dais A in und E in 
S liegt (Fig. 49). 
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Aue der Gleichung 

UApCâEU—O 
folgt daim 

UAp = A, UA§C= AC, UApCS = (AC) S = P, 
UApCSE = PE=S, UApC8EU^âU=0, 
ferner ergiebt aich au h 

UEâCpAU=0, 
dafs auch fiU= ist. 

Daher genflgt jeder Punkt von S und jeder Punkt von /S der 
Gleichung der Kurvc. Weil A aaf /î und E auf iS liegt, so wird die 
planimetriache Gleichung der Eurve befriedigt dnrch 

(UA)p — 0, d(EU)*-0, 

die Eurve zweiter Ordnung zerfàllt in die beidea Geraden (1 und d, 

§ 38. Die Kurvo aweiter Klasse. 

Der planimetrischen Gleichung der Eurve zweiter Ordnung ist 
reziprok die Gleichung 

taByVet — 0, (1) 

die Gesamtheit aller durch sie gegebenen Geraden î ist das dnrch sie 
festgelegte geometrische Gebilde, als welches wir aber gewôhnlich die 
¥iB fi0 Gesamtheit der Schnitt- 

punkte der unmittelbar 
aufeinander folgenden Ge- 
raden £ auffassen, die eine 
Eurve bilden. 

Gegeben sind die fes- 
ton Geraden a, y, s und 
die festen Punkte B, D 
(Fig. 50). 

Jeder beliebige Strahl £ ergiebt 8ich auf folgeDde Weise. Eb ist 
£« = C=einem beliebigen Punkte auf a, ÇaB= UB, %aBy = 
(US) y = V, ÇaByD— VD, %aByDs = (VD)e = W, %aByBè% = 
t,W=0, mithin ist £= UW. 

Durch die Eonatruktion der Strahlen g entstehen zwei perspek- 
tivische Strahlenbfischel mit den Mittelpunkten B, D und der perspek- 
tivischen Axe y, sowie auf « und e zwei projektivische Punktreihen, 
was auch die Gleichung der Eurve unmittelbar aussagt 

„Die Eurve ist das Erzeugnis zweier projektivischen Punktreihen". 
Die Betrachtung des verânderlichen Dreiecks UVW zeigt, dafs 
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seine drei Ecken V, Y und W auf den festen Geraden a, y, c reep. fort- 
rflcken, seine Seitenlinien UT und V W stets durch die festen Punkte B 
uud B resp. gehen, die dritte Seitenlinie UW die Kurve beschreibt 

„Durchlaufen die Ecken eines veranderlichen Dreiecks drei feste 
Geraden, wâhrend zwei Seitenlinien uni feste Punkte in ihnen sich 
dtehen, so beschreibt die dritte Seitenlinie die Kurre." 

Weil die Gleichungen bestehen 

so verschwinden dièse Produkte mit £ = a und £ = c, es gehoren 
a und s den Strahlen g an. Es ist BDa = M , BDe = N. Mit 
M=Çu finden wir, dafs der Strahl BD = MN=t ist. Es ist 
ay = P, yê = Q. Mit ga = P nnd sodann Çt = Q ergiebt sich 
durch Konstruktion, dafs auch DP und BQ Strahlen £ sind. Mithin 
sind durch die Gleichung fïïnf auBgezeichnete Strahlen g gegeben. 
Durch jeden Pnnkt U von a gehen zwei Strahlen g, nâmlich a und U W, 
ebenso gehen durch jeden Punkt W auf g zwei Strahlen und durch 
irgend einen Punkt Z der Ebene zwei Tangeiiten der Kurve, weshalb 
wir aie eine solche zweiter Elasse nennen. 

„Eine Kurve zweiter Klasse iat durch funf ihrer Tangenten be- 
stimmt, aie ist das Erzengnis zweier projektivischen Puiiktreihen, der 
einen Seitenlinie eines veranderlichen Dreiecks, wenn dessen Ecken 
drei feste Geraden dnrchlaufen nnd seine beiden anderen Seitenlinien 
um feste Punkte sich drehen." 

Setzen wir BD=*&, DP—X, BQ=p, à&na iet B ~»(i, 
D = A#, y = PC =(«*)(>*), womit die (1) ûbergeht in 

t«(*(0[(ix)(p*):)(i*)ie— o f 

und das ist die pianîmetrische Gleichung der Kurve, wenn fûnf Taugenten 
derselben gegeben sind. 

Die Linien UB, PQ und D W sind die drei Diagonalen durch 
die Gegenecken des Sechsseits der Tangenten a, X, #, y., s, g, sie 
schneiden sich in einem Punkte V. 

Die letzte Gleichung kiinn geschrieben werden 

[««)(»c)][(«i)(c.)][(i»)(«t)] - ». 

so dafs 

(UB)(PQ)(DW)-0 

ist. 

„Die Diagonalen durch die Gegenecken eines einer Kurve zweiter 
Klasse nmschriebenen Sechsseits schneiden sich in einem Punkte (Satz 
von Brianehon)." 
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. 2) Iet aB = und Be = 0, liegt D in a, B in s, eo tritt era 
Spezialfall ein, es ist daim l = a und ji=î8, das vorhin genannte 
Sectisseit geht in das Vierseit der Tangenteu a, #, s, Ç flber. Mit 
variablem £ schneiden sich die Diagonalen dieser, der Kurve nm- 
schriebenen Vierseite auf einer Geraden, natnlich auf y. 

3) Ein weiterer epezieller Fall ergiebb sich mit Ba = und 
Ds = , wenn B in « und D in s liegt. Ea ist leiclit zu sehen, 
dais dann die Kurve in zwei Strafalenbflscbel mit den Mittel- 
punkten B und D, reap. in die beiden Punkte B und D degenerieri 



§ 39. Die Kurve erater Ordnung und diejenige erster Klasse. 

Die Gleichung 

ABU = 

ist die Gleichung einer Kurve erater Ordnung, weil jede andere gerade 
Linie die durch sie bestimmte Gerade AB nur in cinem Punkte 
schneidet. Jede gerade Linie ist somit auch eine Kurve erater 
Ordnung. 

Oie Gleichung 

AÇ = 

giebt die Gesamtheit aller durch den Punkt A gehenden Strahlen, 
eine- Kurve erster Klasae, denn durch jeden Punkt der Ebene und A 
lâfst aich nur ein S trahi ziehen. Der Mittelpunkt des Strahlenbuschels A £ 
ist schlechthin die Kurve zweiter Klasse. Jeder Punkt ist somit auch 
eine Kurve zweiter Klasse. 



§ 40. Identit&t der Kurven zweiter Ordnung und zweiter Klasse, 

Die planimetrische Punktgleiehung der Kurve zweiter Ordnung 
lautet 

UA(G l D)[(AB)(DE)](BC 1 )EU = 0. (1) 

Lasaen wir den Punkt B unendlich nahe an A, den Punkt D un- 
endlich nahe an E rûeken, setzen wir B = A, D = E, dann 
geht die (1) fiber in 

UA(C l E)[(AA)(EE}\(AC t )EU=0, 

die Geraden AB und DE werden zu Tangenteu der Kurve in den 
Punkten A und E, eo data mit AA = at , EE=t t aich ergiebt 

UA^E^s^AC^EV — 0. (2) 



, y Google 



Kurve a 1. Ordnung u. 1. Klasse. Ideutitât d. Kurven 2. Ordnung u. 2. Klasse. 175 

Lassen wir ferner den Punkt B unendlich nahe an C u den Punkt E 
unendlich nahe an U und D naeli E wandern, setzen wir B =■ C l> 
E= U, B = E, bo folgt aus (1) 

UAiQEMACJiEUMCtC,) UU=Q, 
die Geraden B(\ und EU werden zu Tangenten in den Punkten C, 
und U, und mit (7,0, = y, , UU=% erhalten wir 

UAÏ&ITftiACàiEUÏÏyA - 0. (3) 

Aus den Gleichungen (2) und (3) folgt, weil sie aussageu, dafs vier 
Punkt e in einer geraden Linie liegen, 

[K«i)(nO)(^c,)(££/)-o, (4) 

und durch zyklisehe Buchstabenvertauschung ergiebt sien aus dieser 
Relation 

K« l ft)«« 1 )K££0(e^)-o. (5) 

Die Gleichungen (4) und (5) ent- 
halten den Satz: 

„Dîe beiden Diagonalen eines 
einer Kurve zweiter Ordnung um- 
schriebenen einfachen Vierseits gehen 
durch den Scbnittpunkt der Dia- 
gonalen des ihr eingeschriebenen 
Vierecks, welches zu Eckpunkten 
die Beruhrungspunkte der Seiten des 
Vierseits beaitzt (Fig. 51)." 

Aus (4) und (5) folgt, weil die 
in i lui eu enthaltenen Geraden in 
eineiu Punkte sich schneiden, 

tt«.)(*,r,)UCW(«,îi)&' 1 S)-o, 

welches die Liniengleicbung einer Kurve zweiter Kksse ist, sie gebt 
mit e l y 1 ^B t , AC 1 ^& 1 , a l t l ^=D l ûber in 

CatB^ZÏ^Ç — 0, 
und dus ist die Gleichnng einer Kurve zweiter Klasse als Erzeugnis 
zweier projektivischen Punktreihen. 

In ahnlicher Weise gelangen wir von lier Gleichnng einer Kurve 
zweiter Kksse zu derjenigen einer Kurve zweiter Ordnung. 

„Eine Kurve zweiter Ordnung ist aucb eine Kurve zweiter Klasse 
und eine Kurve zweiter Klasse ist auch eine Kurve zweiter Ordnung." 
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§ 41. Kurvenbuschel zweiter Ordnung und Knrvenechaar 

zweiter Klasso. 

1) Das planimetrische Produkt UApCâU stellt eioc durch den 
Funkt U gehende gerade Linie dar, dièse schneide die feate Gerade c 
in einem Punkte G, waa die Kongruenz bedingt 

UApCôm^zG, 
aus der sich ergiebt 

UApCd UG — 0. {1) 

Demnach liegen aile Paukte U, welche den Punkten G auf e ent- 
aprechen, auf einer Kurve zweiter Ordnung, es eotspricht dem Punkte G 
die durch die (1) gegebene Kurve. Die Gesamtheit aller Kurven 
zweiter Ordnung, welcbe in dieser Weiae den Punkten G auf t ent- 
apricht, nennen wir ein Kurvenbûachel zweiter Ordnung, wir eagen, 
dafa die Gerade £ perspektiach zu diesem Kurvenbiischel gelegen aei. 
Nnn ist zu untereuchen, ob die Kurven eines solchen Bûaehels 
gemeinsame Punkte besitzen. — Seben wir den Punkt G als Durch- 
schnittspunkt von e und einer variablen Geraden & an, dann iat auch 
UApCâUs& = Q 

die Gleichung der Kurve zweiter Ordnung und jeder Geraden & enfc- 
apricht eine besondere Kurve. Daraua geht hervor, dafa aile Kurven 
zweiter Ordnung, welche den verachiedenen Punktea G entaprechen, 
diejenigen Punkte gemein liaben, for die 

UA0CdUe = O (2) 

iat. Dieae Gleichung wird zuerat mit U= A befriedigt. Ist UAfl = 0, 
dann mûsson A und /î zuaammenfallen, waa auageschloaaen iat. Wenu 
UAfiC = iat, ao mufa /ï durch C gehen, und wénn UAfiCS = 
iat, bat C in S zu liegen, welche Fâlle aucb ausgeschloasen sind. 
Nun kann der Punkt UApCd mit dem Punkte JJ zuaammenfallen, 
dann iat 

UAPC8= U, oder UApGÔU=0. 

à. h. der Punkt U hat auf den Geraden UA§C und â gleichzeitîg zu 
liegen, ea hat 

VAfiCU^O 

zu sein; aber dieae Gleichung iat diejenige einer Kurve der zweiten 
Ordnung, welche in die beiden Geraden j3 und AC degeneriert, mithin 
genûgen die Punkte C^ = p*iî und B^AGS der Gleichung des 
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Kurvenbiischels. Verschwindet auch das Produkt UApCSTJ nicht, so 
drîickt es eine durch U gehende Gerade aus. Damit nun 

UAfiCt Us — 
sein kann, bat dièse Gerade mit dem Strahle £ zusammenzufallen, d. b. 
es bat sowohl der Punkt U als aucb der Punkt TJAfiCS auf s zu 
liegen, woraue 

UApCâe — 0, oder e8CpAU=Q 
folgt. Mitbin fallt der Punkt U mit dem Schnittpunkte der Strahlen 
e und eSGfiA zusanimen, so dais, wenn in dieser Lage U = JE gesetzt 
wird, 

E=eSCpAs 

ein vierter Punkt ist, welchen die Kurven der Schaar gemeinsam be- 
sitzen. 

Die vier Punkte 

A, Ot^fiâ, B = ACS, E=sôCpAe 

nennen wir Mittelpunktti des Kurvenbiischels zweiter Ordnung, weil 

sich seine Kurven samtlich um dièse vier festen Punkte (Fig. 52) 

schlingen, jeder Kurve des Bilscbels ent- 

F1 * Eï - spricht auf e derjenige Punkt, in welchem 

i s aufser in dem Punkte E zum zweiten 

Maie scbneidet. 

2) Setzen wir an Stelle der Gleichung 

(2) eiues Eurvenbiiscbels zweiter Ordnung 

die ihr entsprechende reziproke Gleicbung 

ZaByDèF*=0, 

so ist dièse die Gleichung einer Kurvenschaar zweiter Klasse. Sâmt- 

liche Kurven derselben haben vier feBte Tangentes gemeinsam. 

Weil jedem Punkte auf s nur eine Kurve zweiter Ordnung und 
jeder Geraden durch F nur eine Kurve zweiter Klasse entspricht, so 
ist sowohl das Kurvenbiischel zweiter Ordnung als auçh die Kurven- 
schaar zweiter Klasse von einfach un end li cher Mannigfaltigkeit. 

Abhandlungen uber Kurven, welcbe durch gleicli Null gesetzte 
plauimetrische Produkte nu) 1 ter Stufe dargesteilt werden konnen, finden 
wir im Journal von Crelle: Bd. 31, S. 111; Bd. 36, S. 177; Bd. 42, 
S. 187; Bd. 44, S. 1 und Bd. 52, S. 254, von Grafsmann selbst. 
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Kap. 4, § 42. 43. 



Fûnfter Abschnitt. 

Die Mnltlplikatlon im Baume als Elementarsystem rierter Stufe. 

§ 42. Frodukto aus Funkten. 

Weil jede Grofse ersten Grades im Raume als Gebiet vierier 
Stufe aue vier voneinander unabhângigen Punkteu numérisée abge- 
leitet werden kann, wâhlen wir als Einheit des Systèmes das âufucru 
Produkt ans irgend vier solcheo Punkteu E i} E a , E s und E it setzen 

E^E^ — E 1 (£,- EJ (Eg - E,) (£ 4 — EJ — 1, 
60 dafs das Elementarsystem vier ter Stufe vier relative Einheiten, 
sechs Einheiten zweiter Stufe, nâmlich E t E t , E l E i , E l E ti , E t E s , 
E a Ei, E t E t , vier Einheiten dritter Stufe, nâinlich E^E^, E % E 3 E V 
E t E t E u E^Eî, und eine Einheit vierter Stufe, E^E^, welche 
die absolute Einheit reprâsentiert, besitzt. 

Durch die Hypothèse ergiebt sich, weno wir 



-^' 



i-B», . 



AB —^a,E,^b,E, — (<.,&, 



a,b l )E l E, + (o,t, — a^E^E, 
+ («A— a t b ï )E l E,+ (a,\ — a,b,)E,E, 
+ (a,\ - a,b,)E,E, + OA - «A)E,E, 
= tni i sE l E s -j- tni^Ei E a -f- Mi i ±E 1 E i 
+ m v E,E s +m,,,E,E i + »>m-E.-E., 



ABa—l^nEt^btEX^JaE, — (m,.,c, 



c, d, 
o, i, 
c, d. 



m llS c,)E,E,E, 
+ ("h,t", — <>H,tC,)E,E,E l 

+ (m«,i c ï — m^tC^EtE^ 
E, E,E,E, — m E,E,E,E t — m, 



ABODE — )»(«,£, + e,E, + e s £, + «,£,). 
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Das Produkt ans zwei Punkten oder Grôfsen ersten Gra- 
des ist eîn Linienteil, eine Violfachensumme der Einheiten 
zweiter Stufe, dasjenige aus drei Punkten ist ein Fl&chen- 
teil, eine Vielfachensumme der Einheiten dritter Stufe, das- 
jenige aus YÎer Punkten ein Korperteil, ein Vielfaches der 
Einheit des Systèmes, resp. eine réelle Zabi, es sind dièse 
sâmtlichen Produkte rein progressif Das Produkt aus fiinf 
nngleichartigen Punkten ist eine GrÔfse ersten Grades, 
regressiv, dasjenige aus sechs Punkten ist ebenfalls regres- 
siv, ein Linienteil, u. s. f. 

Die Stufenzahl des Produktes aus beliebig vielen un- 
gleichartigen Punktfaktoren ist gleich dem rerbleibenden 
Reste, wenn wir die Summe der Stufenzahlen, die Anzahl 
der Fa-ktoren durch die Stufenzahl rier des Hauptgebietes 
dividieren. 

Ein jedes Produkt aus irgend welcben Grôfsen îm Hauptgebiete 
vierterStufe mitE 1 E î E a E i = 1 nennenwir ein stereometriscbes Produkt. 



§ 43. Einfiihrung des Begriffes der Ergânaung. 

Ist JE daa âuBsere Produkt aus irgend einer Anzahl relativer Ein- 
heiten, E' dasjenige aus den Ûbrigen relatiren Einheiten des Systèmes, 
so ist 

\E — (EE')E", (ES") — ± 1. 

Dadurch erbalten wir 

|J^— EgEtSt, |^—- CEj^E,), \E i =E i E l E i , |£ 4 — (J^^^), 
| (E, E s ) — E 3 E t , | (E t E s ) — E t E s , \ (E^) = E 3 E a , 
| Çe,jeà — E l E i , | (E,Eà — E a E 1 , j (E,EJ -= E&, 

[(E^E^Et, \{^E t BÙ—S„ |(£ B E 1 £ I )=- E î f \($ABà #a, 

, Ï(e 1 E 1 E s EJ = 1, |m- m. 

Die Erganzung eines Fundamentalpunktes ist kongruent 
dem ihm gegeniiberliegenden Fandamentalflacbenteile, die- 
jenige eines Fundamentallinienteiles ist gleich dem von îbm 
getrennt liegenden Fundamentallinienteile, diejenige eines 
Fnndamentalflâchenteiles ist kongrnent dem Gegenfunda- 
mentalpunkte und die Erganzung der Einheit des Systèmes 
ist dieBer Einheit; gleich. 
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Die Stufenzahl der Ergânzung irgend einer Einheit ist 
gleich dei Differens ans den Stnfenzahlen des Hauptgebîetes, 
nâmlich vier, und dieser Einheit 
Weil die Beziehungen existïeren 

E^E^e]) — 1, (BiEàWSù D !» (. E i E i E t) F '*. — !- 
90 crlialten wir 

£,[£, = E,*- = 1, (BtJBÙW^Xà = (E&)* — 1, 

ttberdies ist 

(E^^E^KE^E^) — {E x E % E t E^ — 1 , 
und weil wir das Produkt aus einer Groiae und der Ergânznng der- 
selben, oder einer anderen GrÔfse das innere Produkt beider GroTsen 
nennen, so reaultiert der Satz: 

Das innere Quadrat einer jeden Einheit ist équivalent 
der Einheit des Systèmes, resp. der absoluten Einheit. 

Gehen wir von der einfachen Ergânznng einer Einheit zu ihrer 
doppelten Ergânznng ûber, so ergiebt sich 

\'E, - \{E,E,EJ E lt \\EtZa - \(E,EJ - E t E a , 

\'(E 1 E l E t ) — \E t (EtEfE^), | *(£,.£,#,.£,) = 1. 

Die doppelte Ergânzung einer relativen Einheit ist 
dieser entgegengesetzt gleich, diejenige einer Einheit 
zweiter Stufe ist équivalent dieser Einheit, diejenige einer 
Einheit dritter Stufe ist entgegengesetzt gleich dieser Ein- 
heit und diejenige der Einheit des Systèmes ist ihr selbst 
gleich. 

Der Ergânzungsstrich wirkt mitliio auch in diesem Système als 
Ver w andl un gsfakto r . 

Sei gegeben 

A — oE lt m — mEtÊt, < & = aE 1 E a E t . 
Operieren wir an diesen Formeln mit |, sodann mit | a , so er- 
halten wir 

A-=a\E 1 =aE s E s Et — *, \*A — a\(E t E t EJ— o^-= — A, 

] a — aKQEt) =aE a E t , \*u = a\ÇB,EJ — aE l E l =a, 

\% = oj(J^J^JBy —aEt — A, I^ÎI = a\Et a^E^) «. 

Daraus geht, weil die Fundamentalpunkte beliebige, nur in keiner 
Zahlbeziehung stehend.e Pnnkte des Baumes sind, der Satz hervor: 
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Im Gebiete vierter Stufe ist, mit E^E^^l, die Er- 
giinzung einer Grôfse ersten Grades ein Flâchenteil, ihre 
doppelte Ergânzung ihr entgegengesetzt gleich, die Er- 
gânzung eines Linienteiles ein Linienteil, seine zweif&che 
Ergânzung ihm âquivaleut, die Ergânzung eines Flâchen- 
teîles eine Grôfse ersten Grades und seine doppelte Er- 
gânzung ihm entgegengesetzt gleich. 

Bestehen fur die Grôfsen ersten Gradea A, B und C die Pormeln 
des § 42, danti ergiebt sien, weil der Ergânzungsstrich nur an geo- 
metrischen Grôfsen operiert, 

] A'=a l \E l ~i-a i \E i -{-a 3 \E s + a i \E i , 
\ A = a 1 E t E i E 4 — a i E t E i E l + (^E^E, —■a i E l E i E is 
\*A = atfEi + Otl'Et + a,|*^ + a A \'E it 
\*A — — (a,E t + OjEt -f o,£ 3 + a t EJ — — A; 
j (AB)^m lt t\(E l E i )+m 1 , il (E l E i ) + m 1 ^(E l E t ) + m ait \(E l E i ) 
+ m M | (E,BJ + *«| (-3A) , 
| (AB) = m^EgEt + m 1>a E t E s -f- m 1A E s E, + m^-E,.^ 
+ m t ,*E t E l + m M £,JS' ï , 
\%AB) = m^WE.E,) + •-■• + m^l^-E,), 

;'(4Jf) =■ KH,tE l E 1 -( h m s , i E s E i — A5; 

| (4BC) - mi,i,,|(A^-2i) + m^m!(44%) + "wK-^-E*-^) 

+ »»4,..*lt^^^). 

| (^.BC) — «ii,»,».E 4 — m,s.*E, + )k s ,*,i e î — «•*.»,■ JS*i 
|%4BC0 = — (m^EiEtE, + m M , 4 £ , s .E' 8 .E i + ««.m-E»^^ 
+ m^E^E,) = — ABC. 

Indem wir die Resultate, welche sich fur die doppelte Ergânzung 
ron Grôfsen in den Yerschiedenen Gebieten ergeben haben, ûberblicken, 
gelangen wir zu dem allgemein gfUtigen Ergebnisse: 

Ist A eine Grôfse p** Stufe im Hauptgebiete n to Stufe, 
dann ist 

|*A=-A, oder |"A = (-= 1)"A, 

je nachdem die Stufenzahl des Hauptgebietes ungerade oder 
gerade ist. 
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§ 44. Produite aua Einnelten beliebiger Stufe. 

Fîir dièse Produkte gilt das, was am Eingangt des § 16 iïir 
solche Produkte im Raume aïs System dritter Stufe gesagt worden 
ist, nur mit der Modifikation, dafs die dortigen Strecken durch Punkte 
zu er set-zen sind und die Sfcufenzahl des Hauptgebietes jetzt gleich 
vier ist. 

Das Produkt aus den beiden Einheiten dritter Stufe, (i? i i? î J? s ) 
and (E^E^E^, welche den Linienteil E i E ti aïs gemeinsames Elément ■ 
besitzen, mufs zunachst ein Linienteil sein. Denn die Snmme der 
Stnfenzahlen der Faktoren des Produktes ist gleich sechs, durch 
Division dieeer Zahl mit der Stufenzahl vier des Hauptgebietes bleibt 
der Eeat zwei, daher liât das Ergebnis ein Linienteil zn sein. Ist 
nun TJY dieser unbekannte Linienteil, dann hat die Gleicbong zu 
bestehen 

• (E^E^E^E^) - (UT). 

Die Multiplikation der Seiten dieser Gleichung mit (E t E^) giebt 

(E^E^E^E^E^) — (UY)(E % Eà, 
und weil dieser Multiplikator nicht nur in dem einen, sondern sogar 
in den beiden Faktoren des gegebenen Produktes liegt, so ist die linke 
Seite dieser Gleichung der Null équivalent, mithin mufs sein 

(Z7F)(^-E 3 ) — 0. 
Dieser Forderung allein wird genfigt, wenn TJV irgend ein Vielfaches 
von [E^E^ ist, wenn 

(UV) = m(E t E s ). 
Weil jedoch das Ergebnis eine Einheit zweiter Stufe und positiv 
sein mufs, denn die Faktoren des in Rede stehenden Produktes sind 
positiv, ûberdies im ersteren sâmtliche Elementarfaktoren vorbanden 
zu sein haben, so kann nnr 

m = (E t E i E l EÙ — 1 
sein, und es ergiebt sich mithin 

(E l E a E t )(E t E g E i ) = {EyE^E^E^) = (E,E S ). (1) 

Ferner haben wir 

(E^E^iEtEsEt) = [(- \EJ\EJ, 
folglich ist auch 

d7F)--[|EJJBJ, 
und weil 

(VY) — E,E,, B,E, [(£,£,) 
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ist, so ergiebt sich 

P1TO-|(*W (2) 

Betrachton wir ferner das Produkt ans einer Einheit zweiter und einei 
solchen dritter Stufe. Die Stufenzahl eines solchen Produktes mufs 
gleich Eins sein, daher mufs sein 

(E^X^E^) — U, 
aber dann ist 

E^U^O, E 2 E & Et.U — , 
folglich mufs 

£T=- mE t) m = (E l E t E t EJ = 1 
sein, was giebt 

(EiE^ÇEtEiEJ = (ElE^E^Ez — £ a . (3) 

Noch ist 

(E l E,)(E,E,E i )-[l(E,E,)|E,], 
folglich ist ancb 

und weil 

ist, so ergîebt sich 



U=[_\(E,E t ){E,l 
U—E,, E, — It-EjEjE,] 



[|«^)|j«-IKAJyaa. ■ (4) 

Liegt die .Einheit zweiter Stufe ganz in der Einheit dritter Stufe, 
dann mufs das Ergebnis Terschwinden. In der That baben wir 
(E l E,)(E l E t E^ — [|(J£JS0]JBU = |RJB^] = 0. 

Endlich miisseii fur das Produkt aus den Einheiten (£,£,) und (E 3 E 3 ) 
zweiter Stufe die Bedingungen erfiillt sein 

(ElE^EzEs) = m, (E^XE^) = (E^E^ , 
(E^XEiEs) = t\ÇB,Ed\(KBÙ\ = \{.(E a E^E l EJ\ = W&E&E& 
Bereits aus den beiden ersten Bedingungen gebt hervor, dais das 
Ergebnis mur Null sein kann und die dritte Bediogung sagt dasselbe 
aus, mithin ist 

(E.E.XE.E.) - 0. 

Besitzen die beiden Einheiten zweiter Stufe kein gemeinaamea Elément, 
dann ist ihr Produkt dem durch aie bestimmten Korpertoile équivalent, 
denn wir haben 

(E,EJ(E,Eà — E t E,E,Ei — 1, 

(E l E,)(E,EJ - [[(E,E,)|(E 1 E,)] - |[(E,EJ(E,E,)] 

— | [E,E,E,EJ — 1. 
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Dièse Entwickelung fflhrt uns, wenn wir unter E und E' Einheiten 
beliebiger Stufe verstehen, zu der allgemein gûltigen Formel 

(1*1*) - !(**■)• 

Das Produkt ans den Erganzungen zweier Einheiten be- 
liebiger Stufe iet gleich der Ergânzung des Produktes ans 
diesen Einheiten, und dieser Satz ist auch umgekehrt 
richtig. 

Es bestehen die Beziehungen 

\(E l E^ = E i E a , i(E t E t ) — E&, 

demnach haben wir, wenn wir in der letzten ûleichung mit dem 
einen Ergânzungsstriche in die Elammer gehen, 

|(W|Ji)-Jl*i 

ferner existieren die Relationen 

|[(J%^)jy = \[E,E t ^\ — E t> 
{[(EsEJE,] = \E S = {- ÎXE^E,), 

folglich ist 

|[|(£, E,)\BJ -(-1)[(£,£0£J, 

mithin haben wir allgemein 

(££')- ±|(|*|i0, 

und es gilt hier das obère oder untere Zeichen, je nachdem E und i." 
von gleicher oder verschiedener Stufe siud. Bezeichnen p und q die 
Stufenzahlen yon E und E', dann ist auch 

(££') — (— Vf+*\(\E\E'). 

Das Produkt aus zwei beliebigen Einheiten ;at kon- 
gruent der Ergânzung des Produktes aus den Erganzungen 
dieser Einheiten. 

Die Ergânzung des Produktes aus den Erganzungen 
zweier Einheiten ist kongruent dem Prodakte ans diesen 
Einheiten. 

Infolge des Fundamentalsatzes 

0*1*0- KMO 

sind wir in der Lage jedes Produkt aus Einheiten beliebiger Stufe 
auszuwerten. Beispielsweise ergiebt sich 
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E^E^E,) =. {[(E&E^E,] = I^È^EJ — 1 , 

(E.E.XE.E,) - |Œ.E;^] - 1, 
(E 1 E,)(E l E t E l ) = [|(£ 2 ^)(- | JStf] - - |[E^ 9 ^ 4 ] = E t 

-{E^E^E^E,, 
(E t E t E,){E l E l E^ = [|£ 4 (-|^)] = |[-E,£J - £^ 

Das Produkt aus zwei nicht vollstândig ineinander 
lie g end en Einheiten beliebiger Stufe ist ihrem geineiu- 
samen Elemente gleich, ausgenommen, dafs dièse Einheiten 
von zweiter Stufe sind, wo dann das Ergebnis verschwindet, 
wenn sie ein geme in sa m es Elément besitzen, gleicb der 
Einbeit des Systèmes ist, wenn aie kein gemeinsaroes 
Elément aufweisen. Das stereometrische Produkt aus 
einem Fundamentalpunkte und dem âufseren Produkte der 
ubrigen Fundamentalpunkte ist kongruent der Einbeit des 
Systèmes, resp. der absoluten Einbeit. Das stereometrische 
Produkt aus zwei Fundamentallinienteilen mit gemein- 
samem Eleniente verschwindet, es ist der Einbeit des 
Systèmes kongruent, wenn sie kein gemeinsames Elément 
besitzen. Das stereometrische Produkt aus einem Funda- 
mentallinienteile und einem Fun dam entalflâchen toile) in 
dem der Linienteil nicbt liegt, ist kongruent dem ihnen ge- 
meinsamen Fundamentalpunkte, in jedem anderen Falle 
verschwindet der Wert eînes solchen Produktes. Das 
stereometrische Produkt aus zwei Funda mental fliich en - 
teilen ist kongruent dem ihnen gemeinsamen Fundamental- 
linienteile, dasjenige aus einem Fundamentalflâchenteile 
und ihm selbst verschwindet. 



§ 45. Das stereometTisebe Produit ans den Ergansungen 

beliebiger Grofson. 
1) Sei 

A=^a k E i , B~î?hE t ,... 

Damit ergiebt sicb 
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Eap. 4, g 45. 46. 47. 

\(AB) — «...ICE, E,) + «...K-E, K) + ■■■ + «mIW-EO 



WB-^VlsJ^I-E. 



|^|B-«H,|(£i^) + »,,,!(£,£,) + .- +>»mI(^^)- 
Demnach bestelit die Relation 

QA\B) - \{AB). ■ 
In entsprechender Weise finden wir 

[|Ua)]0]-|[(4B)C], 

[|(^B)|(CB)]-|[(4B)(CD)], 

[|(^B)|(OB£)] - \l(AB)(CDJl)l, 

V,(ABO)](DEFy\ — \[(ABC)(,DEF)]. 

Sind A und r iigend wehîhe Grofeen im Gebiete vierter Stufe, dann 

ist allgemeiu 

(jA|r)_|(Ar). 

Das stereometrisclie Frodukt aus den Erganzungen 
zweier GrÔfsen im Gebiete vierter Stufe ist stets gleich der 
Erganzuiig des Produktes ans diesen Grôfsen. 

2) An diesen Satz schliefst sich unroittelbar der folgende an: 

Das stereometrische Produkt aus den Erganzungen 
mehrerer Grôfsen ist gleicb der Ergânznng des Produktes 
aus diesen Grofsen. 

Angenommen, es gelte der Satz fDr t» Faktoren, es sei 

(|r,|r,...jr„_ 1 |r„,)_|(r 1 r,...r„_,r„), 

ho gilt er auch fiir (m -f- 1) Faktoren, denn dann ist 

(|r,|r, ... |r„_,|r.|r. + - |(r,r, ...r._ 1 r.)|r.+, 
-|(r,r,...r.r. +1 ), 

weil dieser Satz fur zwei Faktoren erwieaen worden ist, folglich gilt 
er fiir jede beliebige Faktorenzahl. 

§ 46. Die Erg&neung eines Polynôme. 

Sei S[ = aE, S ■= bE, Ë — cE, wobei E eine Einheit irgend 
welcher Stufe bedeuten soll. Damit erhalten wir 
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■ |(St + iB±e±—) — \(aE±hE±eE±-.--) 

= \[(a±b±c±-)E] = (a±b±e±-)\E 
= a\E±b\E±c\E±--. 

-ia±|s + |Œ±"- 

Die Erganzung eines Polynoms ist gleich der Summe 
der Ergânzangen seiner Glieder. 



§ 47. Produite ans beliebigen arol'sen im Gebiete vierter Stufe. 

1) Setzen wir in der Gleichung 

(EtE^E.E.EJ - (E t E,E,EME,E,) 

an die Stelle irgend einer der in ibr vorkommenden relativen Ein- 
heiten auf ihrer linken Seite eine ans sâmtlichen, oder einigen ur- 
spriinglichen Einheiten numerisch abgeleitete GrôTse ersten Grades, 
dann bleibt die Gleichung in der Weise bestehen, dafs auch auf der 
rechten Seite derselben an die Stelle der fraglichen relativen Einbeit 
dieae GrSfse ersten Grades tritt. Setzen wir z. B. an die Stelle der 
Einheit E t auf ihrer linken Seite die Grofse 

B «= &,£, + b 3 Ej + 6 B E 3 + b t E it 

ao ergiebt sich leicht, dais 

(E l BE,)(BE,E i ) = (E t BE,E,)(BE,) 

ist. Kieraus und ans den Ergebnissen des § 44 schlieisen wir: - 

Aile fur Produkte aua beliebigen Einheiten bestehenden 
Relationen gelten auch dann, wenn wir an die Stelle der 
in ihoen enthaltenen relativen Einheiten Grofsen ersteu 
Grades substituieren. 

Bedenken wir, dais die ursprûnglichen Einheiten voneinander un- 
abhangige, sonst aber willkurlich gewâhlte Puokte des Baumes sind, 
so ergiebt sieh der vorstehende Satz unmittelbar. 

Weil nun 

($j$)(ftjBU — o, 

(E 1 E a )(E t E^-«E 1 E t E t E i , 

(E l E i ){E i E i E i ) - (E l E t E,E l )E t , 

{E.E^iE^E^ — (E^E.E^E^) 
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ist, ao sind auch die Relatioueu richtig 
(AB)(BC) = 0, 
• (AB)(CD)== ABCB, 
(AB)(BCB) — (ABCB)B, 
(ABC)(BCD) — (ABCD)(BC), 

und weil Linienteile anf ihren Trâgern, Flâchenteile in ihren Ebenen 
eich willkurlich verschiebeu lassen, letztere auch in eolche von ge- 
gebener Seite verwandelt werden kSnnen, ohne ihren Wert zu ândern, 
bo ergeben sich die Sâtze: 

Das stereometrischc Produkt ans zwei Linienteilen auf 
sich schneidenden Trâger n verschwindet, daajenige aus 
zwei Linienteilen auf sich krenzenden Trâgern ist einem 
Korperteile équivalent. Das s t ère o me tria eh e Produkt aus 
einem Linienteile und einem Flâchenteile ist, wenn ersterer 
nicht in letztereni Hegt, ein Vielfaches des Sehuittpunktes 
ihrer Trâger, sonst âqui valent Null. Das atereometrische Pro- 
dukt aus zwei Flâchenteilen, deren Trâger sich schneiden, 
ist ein in die Schnittlinie ihrer Trâger fallender Linienteil. 
Befinden eich die beiden Flâchenteile in einer Ebene, so 
verschwindet ihr stereometrisches Produkt. 

Mittelst der voratehenden Formeln lassen sich jetzt sâmtliche 
iibrigen entsprechenuen Produkte direkt auswerten. 

Beispielsweiae haben wir 

(AB)(OBD) (AB){BCD) = - (ABCD)B, 

(ABC)(ABB) = (CAB)(ABB)~=(CABD)(AB)~=(ABCB)(AB), 

(ABC)(AD) — (AD)(ABC) = (ADBC)A = (ABCB)A, 
denn es ist, mit (ABC) — \M, AD = \(NP), 
(ABC)(AD) = \M\(NP) — \[M(NP)] — \[{NP)M] = \{NP)\M 
= (AB)(ABC). 

Die letzte Lôsung ergiebt sich auch dadurch, dafa wir ausgehen 
Ton dem entsprechenden Eînheitenprodukte, alsdann erhalten wir: 

WMXW |£.IWS>) \{E,E,E,) |(E, E,E t )-+E, 

— (E t E,E,EJE„ 
und nun resultiert hieraus nnmittelbar 

(ABC)(AD) — (ABCD)A. 
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2) Seien ABC und DE F zwei Flachenteile in parallelen 
Ebenen und sei der Wert ihres stereometrischen Produktes zu be- 
stimmen. > m 

Z un achat diïrfen wir set zen 
(ABC){I>EF) — \A{B — A)(G — A)][D(E — D)(F — D)]. 
Weil die Spathecke dieser Flachenteile in parallelen Ebenen liegen, 
80 ist mît 

(B — A)(C — A) <=ay 

das Spatheck des zweiten Faktors 

CE— D)(F — D) — m(ay), 
mithin ist 

(ABC)(DEF) — m[{Aay)(Day% 

aber die Strecken a und y s i ri( i unendlich fernen Punkten mit den 
Gewichten Null équivalent, folglich ist 
{ABC)(DEF)~ m(ADay)(ay) 

~[AD(E-D)(F-D)](a r ) t 
(ABC)(DEF) = (ADEF){ay) - (ADEF)[(B - A)(C - A)] 
— nay — n(B — A)(G— A). 
Das stereometrischeProdukt aus zwei parallelen Flachen- 
teilen ist einem zu ihnen parallelen Spathecke kongruent, 
gleich der Volumenzahl des Spathes zwischen den Tragern 
der Faktoren des Produktes und von gleichen Grundflâchen 
mit einem der Faktoren, mal dem Parallélogramme des ande- 
ren Faktors. 

3) ABC, ABD und AGI) sind drei Flachenteile, mit welchen 
die Seitenflâchen einer Pyramide znsammenfallen. — Fur das Produkt 
aus dîesen Flâchenteilen ergiebt sich 

(ABG)(ABD)(ACD) = [(ABC)(ABD)] (ACD) 
— (ABCD)[(AB)(ACD)] 
~.{ABCD)(ABCD)A 
= (ABCDfA. 
Das stereometrische Produkt aus drei Flâchenteilen, 
welche einen im Endlichen gelegenen Punkt gemeiusam be- 
sitzen, ist einer mit diesem Punkte boinzidierenden Punkt- 
grofse âquivalent, ihr Gewicht ist gleich dem Quadrate der 
Volumenzahl des durch die ungleichen Elementarfaktoren 
bestimmteu Spathes. 
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4) Fur das Produkt aus den drei Flâchentheilen ABC, ABD 
und ABE ergiebt sich 

(ABC)(ABD)(ABE) = [(ABC){ABD)}(ABE) 

= {ABCD)[(AB)(ABE)] — 0. 

Das stereometrische Produkt aus drei Flâchenteilen, 
deren Ebenen in einer Geraden sich schneiden, verschwindet. 

5) Fur das Produkt aus vier Flâchenteilen, welche teilweitse die 
Seitenûachen einer Pyramide bilden,- erhalten wir 

(ABC)(ABD)(ACD){BCD) = [(ABCD)(AB)][(ACDB)(CI))] 
= (ABCD)*(ABCD) 

— (ABCD)*. 

Das stereometrische Produkt aus vier Flâchenteileu, 
welche teilweise die Seitenflâchen einer Pyramide bilden, 
ist gleich dem Kubus der Volumenzahl des dureb ihre un- 
gleichartigeu Punktfaktoren bestimmten Spathes. 

6) Besitzen vier Flachenteile einen gemeineamen Punkt A, dann ist 
(ABC)(ABD)(ACD)(ACE) - [(ABC)(ABD)(ACD)](ACE) 

— (ABCBf[A(ACE)-\ — 0. 

Das stereometrisebe Prodakt aus vier Flâchenteilen.; 
deren Ebenen in einem Punkte sich schneiden, verschwindet 

7) „Das stereometrische Produkt aus zwei Grôfsen ersten Grades 
verschwindet, wenn ihre Orte zusammenfallen, dasjenige aus zwei 
Linienteilen, wenn ihre Trâger komplanar sind, dasjenige aus zwei 
Flâchenteilen, wenn ihre Trâger zusammenfallen. Es ist das stereo- 
metrische Produkt ans einem Pnnkte und einem Lînien- oder einem 
Flachenteile gleich Null, wenn der Punkt in dem Gebiete des Linien- 
oder des Flâchenteiles liegt. Das stereometrische Produkt aus einem 
Linien- und einem Flachenteile verechwindet, wenn ihre Trâger zu- 



§ 48. Iunero Produkte im Gebiete vierter Stufe. 

Das âufsere Produkt aus einer dem Hauptgebiete untergeordneten 
Grôfse und der Ergânzung einer zweiten solchen Grôfse nennen wir 
das innere Produkt dieser beiden Grofsen. 

1) Fflr das innere Produkt zweier Grôfsen ersten Grades er- 
giebt sich 
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A\B ^S^a k E k '^l k \E k =^a k b k , 

B\A=^b k E k ^a k \E k =^a t b k , 

folglich ist 

A\B — B\A. 

Die Faktoren dea inneren Produktea aus zwei GrSfaen 
ersten Grades sind ohue Zeichenwechsel vertauBchbar. 

2) Fur das innere Produkt aus der Puuktgrofse A. and dem 
Linienteile BC erhalten wir, wenn wir \{BC) — FG setzen: 

A\(BC) — A{FG) - ÇFG)A = \(BC)A, 
und mit \C = FGH ist 

(AB)\C - (AB)(FGÏÏ) — {FGH)(AE) = \C(AB). 

3) Fiir das innere Produkt ans den Lîuienteilen AjB und CD 
bekommen wir zunachst, weDn wir |(CZ>) -= FG nehmen, 

(AB)\(CD) — {AB){FG) = ABFG •= (FG)(AB) — \{CD)(AB), 
ist feimer 

AB — M^iEiE, H f-my^i;, Ci) — n ltl E 1 E i H f- n^E^, 

so ergiebt aich 
(AB)|(C©)-{M 1 ,^^+-.+fin 4 ïy^J{fi 1 ,»|C^^)+-..+« M [(J^J} 

= w»i,î»i,s + »ii,s»i,H |- m >,* M «,*> 

(02))PB)-(n 1 , ï £ I ^+--.+«^ 4 £^|{t« I , î |(£ 1 ^)+--.+ n » s , 1 |(S s ^)} 

= «l,ï»l,l + «1,8 «1,8 H H «B,*»^^ 

mithin ist 

(AB)\(GB)~- (CD)\(AB), 

so dafs auch die Faktoren dièses Produktes orme Zeichenwechsel ver- 
tauschbar sind. 

4) Mit \{CDE) - F erhalten wir 

(AB)\{CDE) = (^BJJ 1 — .4.BF=. F(AB) «- |(02>.B)(4.B). 

5) Betrachten wir noch das innere Produkt ans den beiden 
Flâchenteilen ^JjJ.j und B l B t B l . Setzen wir 

^! A a A t — |^, K^JÎ,»,) — J5, 
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so ergiebt sich 

(A 1 A,A,)\(B,B,B,)—(A l A,A,)B B(A 1 A,A,) = — B\A—-A\B 

— A(B,B,B,) (B 1 B,B,)A 

•~(B,B,B,)\(A t A,A,), 

(A,A,A,)\(B,B,B,) B(A,A,A,) \(B 1 B,B,)(A 1 A,A,). 

Iiidem wir behufs der Wertbestimuiung des Produktes denselben 
Weg oinsehlagen, wie fur das innere Produkt aus zwei Feldern, § 19 
dièses Kapitels, nnden wir 

\A i \B l A^B,. 4,1»,] 
(A l A a A i )\(B 1 B i B i ) = ^A l \B 3 A,\B, A,\B t j ■ 

§ 49. Das Produkt ans zwei GroTsen vlerter Stufe. 

Gehen wir denselben Weg, welcben wir fur die Wertbestîmmung 
des Produktes aus zwei Spathen in § 20 dièses Kapitels gegangen 
sind, im vorliegenden Falle, so nnden wir 

j A 1 \B l A 2 \B t 

u,a,am(b,b,bm-\ < B ' t A | B ; 

\At\B, A i \B i 

§ 50. Stereometrische Produkte ans Funkten, Linien nnd Ebenen. 

In mancben Fallen (in der 'synthetiachen Géométrie) -haudelt es 
sich nicht un die Kenntnis des vollen Wertes eines stereomefcriscben 
Produktes, sondera nur um des 9 en geometrische Bedeutung. Darûber 
entscheidet sofort die Summe der Stufenzahlen seiner Faktoren, resp. 
der verbleibende Rest, weun wir dièse Summe durch die Stufenzahl 
vier des Hauptgebietes teilen, ist dieser Rest gleicb 0, 1, 2, 3, daim 
ist das Résultat eine Zahl (ein Korperteil), ein Punkt, ein Linienteii, 
ein Flâchenteil. 

Ailes das, was im allgemeinen in § 34 dieseB Eapitels (iber pla- 
nimetrische Produkte gesagt wurde, gilt in entsprechender Weise aucb 
fur stereometrische Produkte, wir baben i'iîr die Stufenzabl drei dort 
als Stufenzabl des Hauptgebietes nur die Zahl vier zu substituieren. 



A,\B, 


A. 


\B, 


A,\B, 


A, 


\B, 


A,\B, 


A, 


}B, 


A,\B t 


A t 


l-B. 
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Weil es daim nieht auf die Ausdehnung des Résultâtes ankommt, 
das Résultat daeselbe bleibt, gleichviel ob wir die Stufenzahl des be- 
grenzten Gebildes oder seines Trâgers in Rechnung stellen, so ist die 
geometrische Bedeutung der Produkte aus Punkten, Linien und Ebenen 
unmittelbar gegeben. Wir verstehen dann unter 

1) AB die durch die Punkte A und B bestimmte gerade Linie, 

2) aB oder Ba die durch die Gerade a und den Punkt B bestimmte 

Ëbene, 

3) 9193 die Schnittlime der Ebenen SI und 93, 

4) a 33 oder 33a den Schnittpunkt der Geraden a und der Ëbene 93, 

5) afi, %B oder B*& Grôfsen nullter Stufe (Zahlen). 

Dièse Definitionen setzen rorans, dafs die Faktoren nîcht Yereinigt 
liegen, dais unter 5) die Strahlen « und fi sich kreuzen. 

Liegen zwei Eléments (Faktoren) vereinigt, so ist ihr stereome- 
triscbes Produkt stcts gleich Null. Es bedeutet 

1) AB = oder A = B, dafs die Punkte A und B zusammenfallen, 

2) aB = oder Ba = 0, dafs die gerade Linie a durch den Punkt 

B làuft, der Punkt B in der Geraden a 
liegt, 

3) SUB — oder S = 93 , dafs die Ebenen St und 93 zusammenfallen, 

4) «93 — oder 93a = 0, dais die Linie a in der Ebene 93 liegt, die 

Ebene 93 durch die Linie a hindurchgeht, 

5) «jj = oder j3a = 0, dafs die Linien a und j3 sich schneiden, 

6) ÏÏB= oder -BS= 0, dafs die Ebene SI durch den Punkt B geht, 

der Punkt B in der Ebene % liegt. 
Ist » eine GrSfse nullter Stufe, T irgend ein Elément des Bau- 
mes, dann ist offenbar 

«r = r. 

Von den zuerst angeschriebenen sechs Produkten stellen die beiden 
ersten das verbindende Gehiet der beiden Faktoren, die beiden folgenden 
das Durchschnitts-, das gemeinsame Elément der beiden Faktoren dar, 
wohingegen die Verknîipfungen unter 5) zu keinem besonderen râum- 
Hchen Elemente fahren. Die Verknûpfungen 1) und 3), sowie 2) uud 
4) sind zueinander reziprok. 

ïndem wir dièse sechs Produkte aus je zwei Faktoren wieder als 
Elemente betrachten, konnen wir sie aufs Neue mit anderen Elementen 
oder Produkten nullter Stufe multiplizieren, wodurch mehrfaktorige 
stère ometrische Produkte erscbeinen, und da wir die Faktoren in einem 
solchen Produkte beliebig zusammenfassen konnen, so ist, wenn 
A, B, T, A beliebîge Elemente des Raumes sind, 

Kraft, AbriTs dea geomelr. Kilkllli. 13 
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ABr — (AB)r, 
ABTA = (ABr)A, 

und so fort, denn beim stereometrischen Produkte liât die Multipli- 
cation ron der Linken zur Rechten fortzuschreiteo. 

Die Stufenzahl eines solchen mehrfaktorigen Produktes haben wir 
in der am Eingange dièses Paragraphen angegebenen Weiae zu be- 
atimmtn. 

Das stereometrische Produkt ans drei Pnnkten Ter 
schwindet, wenn aie in gerader Linie liegen, sonst ist es 
kongruent der durch dièse Punkte bestimmten Ebene. Das 
Produkt aus drei in einer Geraden sich schneidenden Ebenen 
ist gleich Null. Das Produkt aus vier Punkten ist gleich 
Null, wenn sie in einer Ebene liegen. Das Produkt aus vier 
dur eh einen Punkt gehenden Ebenen verschwindet. 

Dièse Sâtze folgen unmittelbar aus den entsprechenden fflr be- 
grenzte Gebilde. 

Gewisse stereometrische Prodnkte sind von beeonderem Interesse. 
In dem Produkte 

$ - UAW&E'ft . . . 
folgen auf einen Punkt abwecbselud Punkte nnd Ebenen. Es sei 
keiner seiner Faktoren mît dem nachstfolgenden inzident. 
Die direkte Auswertung dièses Produktes giebt 
VA = der durch die Punkte V und A bestimmten geraden Linie, 
(EL4)2i = dem Schnittpunkte der Linie {VA) und der Ebene S, 
(UA$i)C = iieT durch die Punkte (C483) und C bestimmten geraden 

Linie, 
und so fort. 

Ist das Produkt 

$ = U93CS)£3f... 
gegeben, dann haben wir 

US = der Schnittlinie der Ebeneu U und S3, 
(U£9)t7=der durch die Linie (US8) und den Punkt C bestimmten 
Ebene, 
(U58C)î) = der Schnittlinie der Ebenen (USBC) und S), 
und so fort. 

Ist das Produkt 

9 — llcfrf ... 
vorgelegt, so erhalten wir 
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Ua = der durch den Punkt V und die Gerade te bestimmten 
Ebene, 
(Ua)j9 = dem Schnittpunkte der Ebene (Ua) und der Geraden (î, 
(Uafï)y = der durch den Punkt (Uaji) und die Linie y bestimmten 
Ebene, 
. und so fort. 

Beï déni Produkte 

ist 

11/3 = dem Schnittpunkte der Ebene 11 und der Linie 0, 
(U/t)y = der durch den Punkt (U/3) und die Gerade y bestimmten 

Ebene, 
und so fort 

Dièse Ergebnisse filhren zu dem Satze: 

Der Wert eines stereometrischen Produktes, bei welchem 
je zwei benachbarte Faktoren nicht inzident sind, ist stets 
von Ntill verschieden, wenn auf einen Punkt abwechselnd 
Punkte und Ebenen, oder wenn auf eine Ebene abwechselnd 
Ebenen und Punkte, oder wenn auf einen Punkt nnr Linien, 
oder wenn auf eine Ebene nur Linien folgen. 



§51. Vertauschbarke-it der Faktoren eines stereometrischen Produktes. 

Von Wichtigkeit ist es, zu wissen, wie die Faktoren eines stereo- 
metrischen Produktes miteinander vertauscht oder vereinigt werden 
kônnen, ohne dais dadurch seine geometrische Bedentung sich anderli. 

Besteht ein stereometrisches Produkt ans nur zwei 
Faktoren, so bleibt es sich selbst kongruent, wenn wir seine 
Faktoren miteinander vertauschen. 

Beispielsweise haben wir fur das Produkt aus den Punkten A' und B' 
A'B' = - B'A' = (— 1) B'A' = B'A', 
mithin ist aucb die Linie 

AB = BA, 

und in derselben Art gestalten sich die Beweise ffir die ubrigen zwei- 
faktorigen Produkte. 

Zu irgend einem Faktor, su mehreren Faktoren, oder zu 
jedem Faktor eines stereometrischen Produktes lâfat sich 
ein Faktor nnllter Stufe hinzufugen, oder vor eine Reihe 



13* 



, y Google 



196 Kap. 4, G 61. 62. 

von Faktoren lâfst sich eiu Faktor nul 1 ter Stufe soi zen, 
ohne dafs es dadurch seiuen geometrischen Karakter 
wechselt. 

Denn es ist stets 

«r = r. 

In einem Produkte von zwei bis vier Ponkten oder " 
Ebenen lassen sich die Faktoren beliebig vertauschen und 
vereinigen. 

Demi das Produkt ans zwei Punkten ist kongruent der durch 
dièse Punk te bestimmten Geraden, dasjenige aus drei Punkten kon- 
gruent der durch sie bestimmten Ebene, dasjenige aus vier Punkten 
kongruent dem Ranme, folglich ist 
AB — BA, 
ABC~(AB)C = A{BC) = ACB = BAC=BCA, . . . 
ABCD = (ABC)D = (AB)(CD) = (AC)(DB),. . . 
Das Produkt aus zwei Ebenen iat kongruent ihrer Schnittlinie, das- 
jenige ans drei Ebenen kongruent ihrem Scbnittpunkte, oder Null, 
wenn aie nâmlich in einer Geraden sich schneiden, dasjenige ans vier 
Ebenen ist von nullter Stufe, woraue unmittelbar der obige Satz folgt. 

Die Untersuchung der Vertauschbarkeit der Faktoren eines Pro- 
dnktes aus beliebigen drei Faktoren tulirt zu dem Ergebnisse: 

Ist die Somme der Stnfenzahlen der Faktoren eines 
dreifaktorigen Produisîtes von beliebigen Faktoren kleiner 
als 5 oder grôfser als 7, dann lassen sich die Faktoren be- 
liebig miteinander vertauschen und vereinigen. 

Ist die Snmme der Stufenzahlen der Faktoren gleich 5, 
6 oder 7 und kein Faktor von nullter Stufe, dann ist die 
Ordnung, in welcher wir ein Elément B mit zwei anderen 
Elementen A und T fortschreitend multiplizieren kônnen, in 
zwei Fallen lui- den geometrischen Wert des Ergebnisses 
gleichgultig, es ist 

BAr = BrA, ABr = A(Br), 

1) wenn von den beiden Faktoren A nnd T der eine ganz in 
dem anderen liegt, 

2) wenn A und I" gerade Linien in derselben Ebene sind und 
der dritte Faktor ein Punkt oder eine Ebene ist. 

Fur vierfaktorige Produkte existiert die Relation 
ABrB = AB(fB) = A(fB)B. 
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Steht in einem klammerlosen vierfaktorigen Produkte 
zwischen zwei kongruenten Faktoren ein dritter Faktor, 
dann diirfen wir diesen mit déni folgenden durch Klammern 
zusammenschlîefsen. 



§ 52. Stereometriuehe Produkte nullter Stufe. 

Ein stereometrisches Produkt nullter Stufe besitzt die Beschaffen- 
heit, dafs die Somme der Stufenzahlen seiner Faktoren durch die 
Stufenzahl vier des Hauptgebietes ohne Rest teilbar ist. 

Jedes stereometrische Produkt, also auch ein solches nullter Stufe 
besteht zunâchat aua zwei Faktoren. Einer dieeer Faktoren lâfst sich 
iinmer in zwei andere Faktoren spalten, wodurch ein dreifaktoriges 
Produkt sich ergiebt, und die Somme der Stufenzahlen dièses Pro- 
duktes ist derjenigen des ersten Produktes gleicb. Weil die Stufen- 
zahlen der einzelnen Faktoren stets kleiner als vier eind, so kann die 
Summe der Stufenzahlen der drei Faktoren nur entweder Nul) sein 
(wenn aile drei einzeln genommen Null sind), oder 4, oder 8. In 
allen drei Fâllen konnen, wie oben bewiesen wurde, die drei Faktoren 
beliebig vertauscht und vereinigt werden. 

Besteht ein stereometrisches Produkt nullter Stufe aus 
drei Faktoren, dann kônnen dieselben beliebig vertauscht 
und vereinigt werden, ohne dafs dadurch sein geometrischer 
Wert alteriert wird. 

ht 

$ — A,A, . . . A^A. 

ein stereometrisches Produkt nullter Stnfe, so ergiebt sich durch die- 
selbe Beweiafuhrung wie in § 35 dièses Kapitels, dafs 

E=A,(A.A,_ 1 ...A 9 A > ) 
ist. 

Ein fortschreitendea stereometrisches Produkt nnllter 
Stufe lâfst sich umkehren, auch kann mai es in zwei Teile 
sondern und den zweiten Teil nmgekehrt in Elammern 
schliefsen. 

Ist A ein beliebiges Produkt nullter Stufe und entbalt dasselbe 
einen Faktor B von nullter Stufe, dann ist sein zweiter Faktor eben- 
falls von nullter Stufe, und wir diirfen deshalb setzen 
A = Bf, 
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in welcher Relation A Dur dann gleich Null sein kann, wenn B oder T 
gleich Null ist. 

Entha.lt ein stereometrisches Produisit nullter Stufe 
eînen Faktor nullter Stufe, dann ist dieser als der eine 
Faktor des gesamten Produktes setzbar, der andere Faktor 
ist dasjenige Produkt, welches flbrig bleibt, wenn wir aua 
dem Qesamtprodukte diesen Faktor weglassen, nnd das 
Gesamtprodukt rerschwindet nur dann, wenn einer dieser 
Faktoren gleich Null ist 

§ 53. Stereometrisohe Produite in der synthetdaohen Géométrie. 

1) Ist A ein f ester, U ein nacb jeder Riclitung bin variabter 
Punkt des Baumes, dann ist 

I = VA (1) 
die stereometrische Gleichung des Strahlenbfindels mit dem Zentrum A. 

Ist a eine feste Gerade, U ein variabler Punkt des Raumes, 
dann. ist 

U = Ua (2) 

die Gleichung des EbenenbQschels mit der Axe a, 

Ist A ein fester Punkt, £ eine variable Gerade des Raumes, so ist 
U = M (3) 

die Gleichung des Ebenenbttndels mit dem Mittelpnnkte A. 
Der Eongruenz (1) ist reziprok 

| = U«, 
es giebt dièse Relation die durch die Ebene U linierte Ebene St. 
Der zweiten Eongruenz (2) ist reziprok 
U=Ma, 
es stellt dieee Relation die durcb die Ebene U punktierte Gerade a dar. 
Der Eongruenz (3) ist reziprok 

die Gerade £ punktiert die Ebene 8t. 

Multiplizieren wir die Seiten der Relation (1) mit 31, so folgfc 
V= UA%, 
der Schnitt des Strahlenbûndels um A und der Ebene St. 

Auf demselben Wege erhalten wir durch (2) 

den Schnitt des Ebenenbuschels um a and der Ebene 3t. 
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Zu der letzten Relation ist reziprok 

dièse Relation stellt das zu der Punktreihe (lia) perspektiviscbe 
Strablenbuscbel mit dem Zentrum A dar. 

Die Multiplikation yon (3) mit 21 liefert, wenn 11 St s % ge- 
setzt wird, 

îsU», 

die Schnittstrahlen des Ebenenbilndels (£A) uiid der Ebene 31. 

2) Bilden wir ein stereometrÎBcbeB Produkt, in welcbom anf einen 
Punkt abwecbaelnd Puukte und Ebenen folgen, dann erbalten wir, 
vorausgesetzt, dafs keine zwei benacbbarten Faktoren inzident sind: 

UA = àera Strablenbundel mit dem Zentrum A, 
UAW = (UA)%= dem Punktfelde SI. Das Strahlenbfindel (UA) 
und das Punktfeld 3t liegen perspektivisch. 
UA%B = (UAÎl)B = àem Strahlenbflndel mit dem Zentrum B. 
Die Strahlenbflndel um A nnd B liegen perspektivisch, 
denn entsprechende Strahlen schneiden sicb in den 
Punkten der Ebene 8t. 3t ist der perspektivische Schnitt 
beider Biindel. 
UA%BÏ&=(UA'&B)® = dem Schnitte des Strahlenbiindels nm B 
nnd der . Ebene S6 = dem Punktfelde 93. Die Punkt- 
felder 31 und SS liegen perspektiviscb. Das Strahlen- 
bflndel VA und das Punktfeld 23 sind projektivisch. 

Fahren wir in dieser Weise fort, so erbalten wir abwecbaelnd 
Strablenbundel und Punktfelder. 

„Folgen in einem stereometrischen Produkte auf einen variablen 
Pnnkt abwecbselnd feste Punkte und feste Ebenen, und sind keine 
zwei benachbarten Faktoren inzident, so sind _ die durch ein solcbes 
Produkt gegebenen Strahlenbundel und Punktfelder perspektiviscb, 
wenn ibre festen Elemente nur dnrch einen Faktor voneinander ge- 
trennt werden, s on et projektivisch." 

Das zu dem eben betrachteten Produkte reziproke Produkt ist 
mA®B.., = %A%>B... 
Auf das Linienfeld 31 folgt das Ebenenbflndel mit dem Zentrum A, 
bierauf das Linienfeld 93 u. s. f. 

3) Wir betrachten ferner das stereometriscbe Produkt, in welcbem 
auf einen variablen Punkt nur Linien als feste Faktoren folgen, von 
denen keine zwei benacbbarten Faktoren sicb scbneiden. — Wir er- 
balten 
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Va = dem Ebenenbfischel mit der Axe a. 
Uafi = (Utt)fi^àer Pnnktreihe fi, welche zu (Î7«) perspektivisch 
liegt, 
Uafiy = (Uafi)y = dem Ebenenbiischel mit der Axe y, welches zu 
der Pnnktreihe fi perspektivisch liegt, so dafs die Ebenen- 
bfischel (Va) und Uafiy perspektivîsche Bfischel sind, 
Uafiyâ = (JJafiy)d = der Pnnktreihe 8, welche mit dem Ebenen- 
buHchcl um y and der Pnnktreihe fi perspektivisch und 
dem Ebenenbfischel (Ua) projektivisch ist, 
Uafiyâë = (Uafiyâ)e = dem Ebenenbfischel mit der Axe e, welches 
mit dem Ebenenbfischel am y perapektiviach, mit dem 
Ebenenbfischel nm a projektivisch liegt 
„Folgen in einem stereometriachen Prodakte anf einen variablen 
Pnnkt nnr Linien, von denen keine zwei benaehbarten aich achneiden, 
so sind die durch ein eolches Prodokt gegebenen Ebenenbfischel und 
Punktreiben perspektivisch, wenn ihre festen El e mente nnr durch 
einen Faktor getrennt werden, im anderen Falle liegen aie pro- 
jektivisch." 

Das dem eben besprochenen Produkte reziprok gegenûber atehende 
Produkt ist 

UafiySe ...= UfiySe . . . 

welches demnach anf das erstere znrâckkommt. 



§ 54. Die geradlinigen Fl&chen zweiten Grades. 
Das stereometrische Produkt 

Uafia i fi 1 a î fi i ...a a fi n y, 

in dem je zwei benachbarte Geraden aich kreuzen, giebt die beiden 
projektivischen Ebenenbfischel mit den Axen a und y. Die Ebenen U a 
und Uafia l fi 1 a t fi 3 . . . a n fi n y sind entBprechende Ebenen beider Buschel, 
es achneiden sich dièse Ebenen in einer Geraden. Die Gesamtheit 
der Schnittlinien aller entsprechenden Ebenenpaare der beiden pro- 
jektivischen Ebenenbuschet macht eine geradlinige Flache aus. ist V 
ein Punkt dieser Flache, so liegt er in derEhene Uafia 1 fi 1 ...a n fi n y^Uy, 
mithin ist die atereometrische Gleichung derselben, indem UyU = 0ist, 

Uafta&atfii . . . a n fi a yU^0, (1) 

sie enthalt den variablen Punkt V zweimal, ihr stereometrischeg 

Produkt iat von nnllter Stuf'e, die Flache vom zweiten Grade. 
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Dnrchwandert U die Punktreihe a, daim ist Va = und damit 
das ganze Produit gleich Null, daher gehort die Axe a des Ebenen- 
bûschels (f/a) der Fliiche an. 

Es ist auch 

Pyp\«. . . . fra^a^aU — 0. 

Dièse Gleichnng wird mit Uy = befriedigt, folglich gehort auch die 
Axe y des zweiten Ebenenbiischels (Uy) der Fliiche an. 

tst F ein beliebiger Punkt der Flâehe, so liegt er gleichzeitig in 
den Ebenen (Fa) und (Pa/Sa^ . ..a n ^ n y), in der en Schnittlinie, so 
dafs jeder Punkt dieser Linie der Fliiche genïigt. In diesen Ebenen 
liegen die Geraden a und y resp., mitbin geht die Schnittlinie durch 
die Axen a nnd y der beiden projektivischen Ebenenbûschel. Jede 
Erzeugende der Flacbe ecbneidet die Axen der beiden projektivischen 
Ebenenbûschel. 

„Das Erzeugnîs zweier projektivischen Ebenenbûschel ist eine 
geradlinige Flâehe, welcher die Axen dieser Bûschel angehoren." 

Die Axen a und y kreuzen oder schneiden sich. 

a) Die Axen a und y kreuzen sich. 

Wie bei projektivischen Funktreihen und Strahlenbuscaeln, so 
wird auch bei projektivischen Ebenenbfischeln durch drei Paare ent- 
sprechende Elemente zn jedem vierten Elemente des einen Gebildes 
das entsprechende des anderen, also hier das ganze Durchschnitts- 
gebilde bestimmt. Dadurch ist es mbglich, die Gleichung (1) zu redu- 
* zieren, die Anzabl der in ihr vorkommenden festen Geraden auf ein 
Minimum zu beschrânken. 

Setzen wir 

*P«ift«iA ■ ■ • «»P»y = *f 

dann nimmt die (1) die Form an 

pmZ7=0. (2) 

Den drei Ebenen U,a, U t a, U$a de» Ebenenbuschels um a ent- 
sprechen der Reihe nach die drei Ebenen Z7, 9%, U 3 M, Ï7 8 9t des 
Ebenenbuschels um y. Entsprechende Ebenen der beiden Biischel 
konnen nicht zusammenfallen, demi a und y kreuzen sich. Daher ist 

(DÏ«e)(DïR) = J,, ($«)(#,«) = *«, (U t a)(U a W)==8 a , 

es sind 8 lt 8 t und â t drei Erzeugende der geradlinigen Fliiche, von 
denen jede die Âxen a und y schneidet, und keine zwei dieser Linien 
liegen in derselben Ebene, denn es ist ay^Q. Legen wir nun eine 
Gerade ff so, dafs sie 3 lt S t und d B schneidet, ff^a und ff^y ist, 
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was in den Fuakten L\, D 2 und D s resp. gescheben môge, dann gc- 
horen die Gleichungen 

1794*7=0, (2) 

VaeyU=a (3) 

derselben geradlinigen Flâche an. 

Die entsprecbenden Ebenen U l a nnd E^SR entbalten beide die 
Gerade i lt aleo auch den Punkt D 1} weleber auf ihr Hegt, dnrch D t 
geben die entsprecbenden Ebenen D,« and D l ttOy^.D l y, es fâllt 
mithin U s a mit T> x a und D[9Ï miiJ} s y zusammen, so date TJ x tt : ^D x tt, 
Djïft^Djy ist, beide entsprechenden Ebenenpaare XJ x a und Ï7,9Î, 
sowie D t a und I^y sich in derselben, dureb a und j» hindurch- 
gebenden Geraden schneiden, die der Flâche (2) und der Flâche (3) 
angehdrt und S x ist. Ebenso erkennen wir, oder wenn wir nach- 
einander D 3 und D s fBr D, substituieren, dafs aueb ff a und S s beiden 
Flâchen zugleich angeboren. Die drei Ebenenpaare 7*,« und I\y, 
D % a und D t y und I) s a und D s y sind dalier Faare entsprechender 
Ebenen sowohl in den beiden projektiviscben Ebenenbîischeln, welche 
die Flâche (2), als auch in denjenigen, welcbe die Flâche (3) erzeugen, 
mithin sind dièse beiden Flâcben identisch. 

Schneiden sicb daber in der stereometrischen Gleicbung (1) keine 
zwei anfeinander folgenden Geraden und schneidet aucb die letzte die 
erste nicbt, so lâJst die Reihe der Geraden j3 «j /îj a a /î, . . . « H jJ n stets auf 
eine Gerade sicb zurflckfHhren, welcbe sowobl die erste als auch die 
letzte Gerade kreuzt. 

Weil die Erzeugenden S der Flâche nicht nur a. nnd y, sondern 
auch a schneiden, die Punkte D der Flâche auf a liegen, so ge- 
hôrt aueh tf der Flâche an. Daber besteht die Flâche (1) ans der 
gesamten Linienschaar, welcbe die drei sich kreuzenden Geraden a, « 
und y schneidet. 

Legen wir dnrch die beiden projektivischen Ebenenbusehel irgend 
eine Ebene <S, welche a und y in A und G resp. schneidet, so ist 
Ua<S= UA, Uaay<& = UC, 

ua&-=o, ocœ — 0. 

Die beiden in der Ebene S Hegenden Sfcrahlenbtlschel UA und UC 
sind projektiviBch, das Erzeugnis derselben, der Ort des Punktes U, 
welcher der Flâche angehôrt, ist eine Kurve zweiter Ordnung, und 
weil jede Gerade in ®, die nicht der Flâche angehôrt, dièse Kurve in 
zwei Punkten hûchstens schneidet, so schneidet eine beliebige Gerade 
die Flâche hôchstens in zwei Punkten, 
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„Jede Ebene schneidet die Flâche in einer Kurve zweiter Ordnung, 
und jede Gerade, welche nicht io der Flâche liegt, schneidet die 
letztere in zwei Pnnkten. Daher heilst nu s ère Flâche eine eolche 
zweiter Ordnung." 

Irgend eine Erzeugende Ô schneidet die Geraden a, y nnd tf in 
den Pnnkten A, C und D resp., bo dais a und o* eine Ebene bestiuimen, 
welche ans a und y die Punkte A und C herausschneidet. Legen 
wir nun durch tf als Axe ein Ebenenbttschel, so schneidet dasselbe 
ans « und y zwei projektivische Punktreihen herauB und ^ntsprechende 
Punkte dieser Beihen Bind Punkte ein und derselben Erzeugenden. 

„Das Erzeugnis zweier projektiviBchen Punktreihen auf wind- 
schiefen Trâgern ïst eine geradlinige Flâche zweiter Ordnung." 

Die Gerade tf war eine beliebige Gerade, die drei Erzeugende 
der Schaar (S) und damit aile Geraden dieser Schaar Bchneidet, also 
der Flâche angehôrt. Aile Geraden (0), welche 9 lt è. 2 nnd S s schneiden, 
liegen sornit ebenfalls auf der Flâche, so dais eine zweite Schaar (<s) 
von Erzeugenden vorhanden ist, zn denen a nnd y gehôren. Jede 
Gerade der einen Schaar schneidet sâmtliche Geraden der anderen 
Schaar. 

Schneiden sicb in 

PSRf7 = 

irgend zwei aufeinander folgende festen Geraden, etwa a, und fl r , so 
ist, wenn 8ï r die durch sie bestimmte Ebene und A r ihren Schnitt- 
pnnkt bedeutet, a,§, = %,A r -= 0, weshalb wir sie durch %■ und Ar 
ersetzen kônnen, wodurch wir erhalten 

Uafia l fi 1 ■ ■ ■ a r ~ipr-i%r ■ A r a r+1 p r+i ■ ■ • a n fi % yU — 0. 
Dadurch zerfâllt das stereometriBche Produkt in zwei Parti alproduk te 
nullter Stufe, welche durch einen Punkt getrennt sind, und wir durfen 
schreiben 

U&rpr -l«r-l ■ ' ■ fia) ■ Afr + lfr+l - ■ ■ «.fttf U= 0. 

Damit dièse Gleichung befriedigt werde, kann entweder 

%-pr-iOr^! • ■ ■ fia = oder A f a r+1 p r +i ■ ■ ■ a*fi»y = 

sein, nnd daim genfigt jeder Punkt U der vorstehenden Gleichung, so 
dais in diesem Falle die Flâche ganz unbestîramt ist 
Die einfachste Form der Gleichung (1) ist 

TJaU=*0, 

«s befriedigt dièse Gleichung jeder Punkt des Baumes. 
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Verschwindet keines der beiden obigen Produkte, so stellen dièse 
Ebenen SI und SB dar, und es ist 

f78(.S3î7=0. 
Dieser Gleiehung wird gentlgt mit t/St = und SB £7=0. Daher 
zerfallt die Flâche zweiter Ordnung in zwei Ebenen, wenn zwei 
aufeinander folgende Geraden in (1) sich schneiden und nicht jeder 
Punkt des Baumes die (1) befriedigt. Denken wir uns die beiden 
Ebenen 31 und SB, einen beliebigen Punkt C ilirer SchnittHnie, die 
Geraden CA und GB in SI, und eine Gerade y in SB, welche nicht 
durch geht, so ist %=CAB , S8 = Cy, womit die Gleicbung 
der Flâche wird 

UCAB -CyU-=0, UCA(BC)yU=0, 
wenn nun die Gerade y durch den Punkt G geht, bo wird der Punkt V 
und damit die Flâche unbestimmt. 

Ist die Gleiehung der Flâche 

UaayU=0, 
a = PA, 6=QP, so dafs sich also a und e in P schneiden, 
dann ist 

U(PA)(QP)yU—0, PyU=0, 
Uy(Q P)(P A) U '— 0, RaU=Q, mitRPQ = 0, 
mithin zerfallt die Flâche in die Ebenen (Py) und (<*«). 

Mit a = PA, <t = QP, y=CQ, so dafs a und ff in P, 
a und y in Q sich schneiden, erhalten wir 

U(PA)(QP)(CQ) U — , PCQ [T = Py P — , 
U{CQXQP)(PA) ET- 0, GP^ ET= Ça!7= 0. 

Die Flâche zerfallt in die durch a und <s, sowie durch y und be- 
stimmten Ebenen. 

b) Die Axen a und y der beiden projektivischen Ebenenbiischel 
schneiden sich in einem Punkte 8. 

Mit a = AS und y~SG ist dann die Gleiehung der Flâche 
U(AS)fi« l $ l . . . a n p n (SC) U= 0. 
Die beiden Ebenenbiischel , also auch die Schnittlinien entsprechender 
Ebenen haben den Punkt S gemein. Die Erzeugenden der Flâche 
schneiden sich im Punkte S, sie ist eine Kegelflâche zweiter Ordnung 
mit der Spitze S, denn jede Ebene schneidet sie in einer Kurve 
zweiter Ordnung. Die Kegelflâche ist durch ihre Spitze und einen 
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solchen Sehnitt ebenfalls bestimmt, es gehoren ihr die Axen a und y 
an. Sind A und G (Fig. 53) die Punkte, in denen die Axen a und y 
die Ebene S schneiden, dann ist die Gleichung des Schnittes der 
Flâche und dieser Ebene 

UASJEtCU-=0, 
and die Gleichung der KegelflîLche ist 

USAâ{8JE)t(SG)U— 0, 



UaÔEtyU=0, mit SE=s, 

wovon wir uns leicht flberzeugen, wenn wir an Hand der Figur die 
Bedeutung des letzten Produktes entwickeln. 

Darans geht hervor, dafs jede 
sig- 6s. Kegelflache zweiter Ordnung durch eine 

Gleichung von der Form (1) mit ftinf 
Geraden sich darstellen lâlst, Ton denen 
die erste und die fiinfte der Flâche au- 
gehôren. Degenerîert der Kegelschnitt 
in zwei gerade Linien, dann degeneriert 
die Kegelflâcbe in zwei Ebenen. 
Ist die Gleichung der Flâche 
UaayU=0, 
ist a = AS, y = SC, also ay — 0, 
schneiden sich a und y in S, dann ist 
U(AS)e(SC)U—0. 
Gehen wir von einem beliebig gelegenen Punkte U aus, der nicbt mit 
der Ebene der Axen znsammenfâllt, so zeigt dièse Gleichung, dafs ihr 
aile Strahlen, welche durch S und die Pnnktreibe e bestimmt sind, 
genûgen, das sind die Schnittlinien entsprechender Ebenen der beiden 
projektivischen Ebenenbilschel, welche in ihrer Gesamtheit die Ebene (Se) 
ausmachen. Lassen wir den Punkt U in die Ebene der Axen falleo, 
so zeigt sich, dais jeder Punkt dieser Ebene der Gleichung genûgt. 
Mithin zerfallt die Kegelââche in die beiden durch S und ff, eowie 
durch a und y bestimmten Ebenen. 

Schneiden sich die drei Geraden a, G und y in einem Punkte S, 
dann zerfallt die Kegelââche in die beiden Ebenen, welche bestimmt 
Bind durch a und s, sowie durch a und y. Liegen die drei Geraden a, 
g und y in einer Ebene, dann besteht die Kegelââche aus zwei mit 
dieser Ebene zusammenfallenden Ebenen. 
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c) Der letzte Spezialfall iat noch der, dafs die Axen a und y der 
beiden projektivischen Ebenenbfischel koinzidieren, es Ut alsdann 

tfa(J«,ft ,..« n p n aU-=0 (1) 

die Gleichung der durch dièse Bûschel erzeugten Flache. 

Weil mit Ua ■- das ganze stereometrische Produkt yerseh windet, 
so ist die Axe a eine Gerade der Flache, ebenso iat die Axe des 
zweiten Ebenen b fis chels eine Gerade der Flache, so dafs letztere eine 
Doppellinie aufweist Wird die Gleichung durch einen aofserhalb a 
liegenden Punkt U befriedigt, dans fallen die Ebenen Ua und 
t7«/ÎK,|3, . . . a„p%a zusitmmeu and es genùgt der Gleichuug jeder 
Punkt der Ebene Ua, so dafs umgekehrt die Ebene Ua der Flache 
angehijrt. Jede mit a nicht zusammenfallende Gerade wird eine ge- 
wisse Anzahl von Punkten mit der Flache geai e in haben nnd es 
mûssen dièse Punkte die (1) beftiedigen. Wahlen wir die Gerade p\ 
aie Schnittgerude, dann milssen die fraglichen Punkte U anf p\ liegen, 
deshalb ist dann 

Vafafa . . . a„0„« U= Uafafa . . ,o„ Ufaa — 0, 
nnd weil das Produkt p\a einer Zahl kongruent ist, so ergiebt sich 

Uafafa . . . &_,«» U-= 0, (2) 

welche Gleichuug eine geradlinige Flache zweiter Ordnung darstellt 
Die Punkte, welche dièse Flache and die Gerade p\ gemein haben, 
sind Punkte der gegebenen Flache. In Bezug hierauf giebt es vîer 
verschiedene Falle. Entweder gehôrt jS, ganz der Hiilfsflache (2) an, 
oder sie hat zwei Punkte, oder einen, oder keinen Punkt mit ihr ge- 
mein. Im ersten Falle genfigt jeder Punkt des Raames der Gleichuug (1). 
Im zweiten Falle besteht die Flache (1) aus den Ebenen, welche durch a 
und die beiden (reellen) Schnittpunkte von p\ mit der Htllfsflâche (2) 
bestimmt sind. Im dritten Falle bildet eine Doppelebene die Flache (1). 
Im letzten Falle besteht die Flache aus einer mit a zusammenfallenden 
Doppellinie, einer konjugierten Geraden. 

Nur der letzte Fall giebt uns eine neue Art von Flâcheu zweîter 
Ordnung. Die einfachste Form ihrer Gleichung ist Ua — 0, welche 
aber nicht stereometrisch ist, auch nicht auadriickt, dafs a Doppellinie 
ist. Die Gleichung UaduU-*Q giebt dièse Flache ebenfalls nicht, 
denn ihr genligt jeder Punkt U des Raumes. Nehmen wir dagegen 
UaâeZaU—0 (3) 

als allgemeine Gleichung der Flache (1), so ist UaSs U -- die 
Hfilfsflâche, und hat nun die Gerade g mit dieser keinen Punkt gemein, 
so besteht die Flache aus einer Doppellinie. 
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Demnach giebt es i'ùnf Gattungen geradliniger Flâchen zweiter 
Ordnung, die aich durch stereometrîache Gleichangen zweiten Grades 
daratellen kssim, wobei daa stereometmehe Produkt von militer 
Stufe ist 

1) Die geradlinigen aus zwei Schaaren von Erzeugenden bestehenden 
Flâchen zweiter Ordnung. Dieselben zerfallen in zwei Arten, denn os 
geben entweder samtliche Erzeugenden dnrcb die Endlichkeit, so dafs 
keine Erzeugende ganz in der unendlicb terrien Ebene des Baumes 
liegt, oder es befinden sich zwei Erzengende in dieser Ebene, was 
eintritt, wenn der Schnitt der unendlicb fernen Ebene und der Flâche 
eine aus zwei Geraden bestehende Kurve zweiter Ordnung ist. Im 
ersten Falle lieifst die Flâche ein eioschaaliges Hyperboloid, im zweiten 
ein hyperbolisches Paraboloid. 

2) Der Verein zweier verschiedenen Ebenen. 

3) Der Verein zweier znsammenfallenden Ebenen. 

In diesen drei Fallen ist die einfachste Form der stereometrischen 
Gleichung 

JJatly U= 0. 

Liegen von den drei Geraden «, y nnd tf keine zwei in derselben 
Ebene, so giebt dièse Gleicbung eine Flâche mit zwei Schaaren gerad- 
liniger Erzeugenden. Schneiden sich zwei von diesen Geraden und 
liegt die dritte Gerade nicht in der Ebene der beiden ersten, dann 
besteht die Flâche ans zwei verschiedenen Ebenen, nnd befinden sich 
die drei Geraden in einer Ebene, so degeneriert sie in eine Doppel- 
ebene, 

4) Die Kegelnache zweiter Ordnung. 

Dièse geht in einen Zylinder iiber, wenn ihre Spitze unendlicb 
fera riiekt, wenn die Axen der beiden projektiTischen Ebenenbûschel 
parallel sind. 

5) Die konjugierte Gerade. 

In den beiden letzien Fallen ist die einfachste Form der stereo- 
metrischen Gleichung 

UapyÔsU^O. 

Dièse Gleichung giebt die Kegelfiache, wenn a und s sich schneiden, 
aber keine zwei der anfeinander folgenden Geraden, noch die Pmikte 
der Ebene SI, in der a und s sich befinden, der Gleichung genilgen. 
Das Letztere findet statt, wenn die Gerade y so liegt, dafs aie von 
der Geraden 3i/î(3t<ï) geschnitten wird. Fallen « und e zusammen, 
nnd trifi't S die Flâche, deren Gleicbung Ua(iyU=Q ist, nicht, so 
besteht die Flâche aus einer Doppellinie. 
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à) Die zu der Gleichung (1) miter a) reziproke Gleichung lautet 

welche die stereometrische Gleichung einer geradlinigen Flâche zweiter 

Klasse ausiiiacht, und die auf die Form 

gebracht werden kann. 

Ist II irgend eine Ebene, so iat lia = A ~ einem Punkte auf a, 
Utea = Au = der Ebene durch A und fl, Uafly = J.flj> = C = einem 
Punkte auf y, UaffyU = ^ffyU = Oïl — 0. Mithin mufs C in der 
Ebene U liegen, und weil auch A in ihr liegt, so ist AC eine Gerade 
der Flâcbe. Aber die Punkte A und G befinden sicb in einer durch o 
gehenden Ebene, daher schneiden die Ebenen des Ebenenbuschels mit 
der Axe o auf a und y projektivische Pnnktreihpn auB, deren ent- 
spreehende Punkte Elemente von Geraden der Flâcbe sind. 

„Eine geradlinige Flâche zweiter Klasse ist das Erzeugnis zweier 
projektivisehen Puuktreiben auf windschiefen Trâgern." 

Aber auch eine geradlinige Flâcbe zweiter Ordnung ist ein solches 
Erzeugnis, wodurch wir zu dem Satze gelangen: 

„Geradlinige Flâchen zweiter Ordnung nnd zweiter Elasse sind 
identische Flachen." 

In den bereits genannten Bânden des Jonrnals von Crelle Sndet 
der Léser weitere Abbandlungen uber Flâcben mittelst stereometrischer 
Produkte von Grafsmann selbat. 

§ 55. Addition von Flaehenteilen. 

1) Sind ABC und DEF zwei Flachenteile iu derselben Ebene, 
setzen wir DEF = ABG, dann erhalten wir 

ABC + DEF — ABC + ABG = AB(C + G)~AB 28, 
mit C + G — 2 S, folglicb ist 

ABC-\-DEF=2ABS, 
und sind die beiden Flachenteile entgegengesetzt gleich, ist 

ABG — - ABC, 
so wird 

ABC + DEF = ABC- ABC-=0. 

„Die Summe aus zwei Flàchenteilen in derselben Ebene ist wieder 
ein Flâchenteil, sie verschwindet, wenn die Flachenteile entgegengesetzt 
gleich sind." 
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2) SeîeH ABC und DEF zwei Flachenteile in nicht parallelen, 
in der Geraden y sich schneidenden Ebenen. 

Ist M N ein endlïcher Linienteil in y, so durfen wir atets setzen 
ABC = MNP, DEF^MNQ, 
wodurch wir erhalten 

ABC + DEF = MNP + MNQ = MN(P + Ç) — MN2S 
= 2MNS, mit 2S — (P + Ç). 
Wir kônnen aber auch schreiben 

ABC + D£F = M.NP + JftfÇ = Jtf N(P - N) + Jt7T(g - N) 
= MN {(P— N) + (Q - N)) 
= M(N - M){(P— N) + (Q - N)}. 

„Die Snmme aus zwei endlich entfernten Flâchentetten in nicht 
parallelen Ebenen ist équivalent einem Flachenteile, seine Ebene geht 
durch die Schnittlinie dieaer Ebenen, das ihm entaprechende Parallelo- 
gramm ist gleich der Snmme der Parallélogramme der Poaten. Redu- 
zieren wir die Parallélogramme der Posten auf solche mit gemeinsamer 
Seite in der Schnittlinie, dann iat die fehlende Seite des Snmmen- 
parallelo gramme a gleîch der Snmme der beiden anderen Seiten der 
Postenparallelo gramme, die in eînem Punkte zuaammentreffen, und die 
Ebene des Summenfiâchenteiles geht durch dièse Summenstrecke, 
welche die Yerbindungsstrecke der nicht gemeînaamen Eckpnnkte der 
beiden Parallélogramme halbiert." 

Iat ein beliebiger Punkt des Ranmea, dann ist 

0ABC+ 0DEF*=- 20MN8 [ 

= 0(M—0)(N~M){(P~N)+ (Q~N)). 

„Die Py ramidensumme zweier Flachenteile in zwei aich achneiden- 
den Ebenen in Beziehung auf irgend einen Punkt des Raumea iat 
'équivalent der Pyramide liber ihrer Summe bezQglich desaelben 
Punktes. Fâllt der Beziehungspunkt in die Schnittlinie der Trâger 
der beiden Flachenteile, dann verscbwinden eâmtliche Pyramiden." 

3) Die Ebenen, in welchen die zu addierenden Flachenteile ABC 
und DEF liegen, seien parallel. 

Jetzt erhalten wir 

ABC+DEF= A{B — A)(G~A) + D(E—D)(F~D) 

= A{B — A)(C -A) + Dm(B - A){C - A) , 
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bennes iat (E— D)(F- B) = m(B- A)(0— A), m^O, je nachdem 
die Flâchenteile gleichen oder entgégengesetzten EntstehungsBinnes 
aind, mithin ergiebt sich 

ABC+ BEF = (A + mD)(B - A)(C - A) 
=. (1 + m)S(B — A)(C— A), 
mit A+mD — (l + m)S, 

ABC+DEF~S{(B — A){C—A) + (E-B)(F—D)}. 

„Die Summe au a zwei parai lel en Flaehenteilen ist wieder ein 
Flâchenteil, welcher zu den Posten parallel ist, sein Spatheck ist 
gluich der Summe der Spathecke der Posten, seine Ebene liegt so, 
dafs sie von den Ebenen der Posten im nmgekebrten Verhâltnisse der 
Flâchenzahlen der Posten absteht. Sind die zu addierenden Flâchen- 
teile gleichen Sûmes, dann liegt die Ebene der Summenflâche zwischen 
den Ebenen der Posten, im anderen Falle anfserbalb des durch dièse 
Ebenen begrenzten Raumes und zwar zunâchst dem absolut grofsten 
Posten, denselben Entstebungssinn wie dieser aufweisend." 

Multiplizieren wir die letzte Gleichung mit einem beliebigen 
Punkte des Raumes, so ergiebt sich 

OABC+ODEF=0(S-0){(B — A)(C- A) + (E-D)(F— B)), 

welches Ergebnis leicht in Worte gefafet werden kann. 

Sind die beiden Flâchenteile entgegengesetzt gleicb, dann ist 
m •= — 1 ( mithin 

ABC + DJEF= 0S{(B- A)(C- A)}, 

und weil OS — (A — D) ist, so folgt 

ABC+DEF=.(A-D){B-A)(C— A) = (B~A)(C-A)(A-D) 

auch ist 

OABC+ODEF=0(B - A)(C — A)(A — Z>). 

„Die Summe aus zwei parallelen, entgegengesetzt gleichen Flaehen- 
teilen ist équivalent dem âufseren Produkte ans drei Strecken, gleicb 
dem Spathe, welcher den ersten Posten zur Grundfiâcbe hat und 
dessen Deckflâche in der Ebene des zweiten Flâchenteiles liegt. Die 
Summe der Momente der beiden Flâchenteile ist fur jeden Punkt des 
Raumes dieselbe." 

Die vorletzte Gleichung lâfst sich auch schreiben 

ABC + (B - A)(C *- A)(D — A) = BFE. 
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„Die Summe eiues Flâchenteiles und des âufseren Produktes ans 
diei Strecken, von denen die beiden ersten ein dem Parallélogramme 
des Flâchenteiles kongruentes Parallelogramm bilden, ist âquivalent 
einem mit dem ersten parallelen, inhaltsgleichen und gleichbezeichneten 
Flâchenteile, welcher eine aolche Lage bat, dafs der Uber beiden Flachen- 
teilen konatruierte Korperraum mit dem Spathe inhaltsgleich und gleicb 
bêzeichnet ist" 

4) Sind 8T n &,, . .91*,.. SU Flâchenteile in beliebigen Ebenen, 
bedenken wir, dafa % = \(a t À t ) ist, daim ist die Summe dieser 
Flâchenteile 

2*> -2\<* A >'> - \2-- A ' - im) - «■ 

Ist insbesondere a = , daun ist 
^%„ = |(04) — \(M — X) — |Jf — |JV= M x M i M i - K t K a IT a . 

Es verschwindet die Differenz dieser Flâchenteile, wenn sie einander 
gleicb sind, d. h. in derselben Ebene liegen, dieselbe Ausdehnung nnd 
denselben Entstehungssinn aufweisen, und damit aucb die Summe der 
gegebeneu Flâchenteile. Liegen hingegen dièse Flâchenteile in parallelen 
Ebenen und sind sie einander gleich, daun ist nach 3) das Ergebnis 
ein Spath. 

„Die Summe vou beliebig vielen und beliebig gelegenen Flâchen- 
teilen ist im allgemeinen einem Flâchenteile in einer bestimmten 
Ebene gleich, oder aie verachwindet. Kesultieren durch die Summation 
mittelat des Ergânzangsbegriffes zwei Flâchenteile, was Btets eintritt, 
wenn die Summe der Koeffizienten der Punktgrôlsen gleich Null ist, 
danu verachwindet die Summe, wenn die Flâchenteile in derselben 
Ebene liegen und. einander gleich sind, befinden sie sich in paral- 
lelen Ebenen, haben sie gleiebe Àusdehuungeu und denselben Ent- 
stehungssinn, so ist die Summe ein Spath, in jedem anderen Falle 
ist sie ein Flâchenteil." 

§ 56. Addition von Ltaienteilen, 

. 1) Seien zn addieren die Lîuienteile A l B l , A i B % ,.,.Â k Bi l ,...A H B„, 
welche auf den Strahlen eines Strahlenbundels mit dem Mittelpunkte 
liegen. 
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Weil wir setzen dûrfen A k B k = 0B k , so ergiebt eich 
t=» *=■ *=* *=. 

^A t B k =^OBi*=O^Bi=nOR', mit ^B k = nR', 

*«=i *=i t=i i=i 

-oder 

Ima *_■ l«l 1=11 

^A k B k ~^OB k -^0{B k -0)~ 0^{B k - 0) 

— 0(R~0) — OR, mit ^(B' k - 0) = (R-0). 

Daa Spath eck des âulseren Produit tes au s einem Punk te and 
einem Linienteil nennen wir die Momentenflàche, daa Moment des 
Linienteiles ftlr diesen Punkt. 

Ist M ein beliebiger Punkt des Raumes, so giebt das letzte 
Résultat 

M^A k B k = MOB — M{0 - M)(R- 0). 

„Die Somme eines Vereins Ton Linienteilen auf den Strahlen eines 
Strablenbundels ist Equivalent einem Linienteile, sein T rager gebt durcb 
den Mittelpunkt des Strahlenbùndels und seine Strecke ist gleich der 
Summe der Streeken der gegebenen Linienteile. Die Summe der 
Momentennacben der gegebenen Linienteile in Bezug auf irgend einen 
Punkt des Raumes ist gleich der Momentenflàche des resultierenden 
Linienteiles bezûglich desselben Punktes." 

2) Sind AB und CD zwei parallèle Linienteile, so ist ihre 
Summe zunâchst 

AB + CD = A(B — £) + C(D - G) , 
Aber es ist (D — C) =» m(B — A), m ^ 0, je nachdem die beiden 
Linienteile gleich- oder gegenlâufig sind, wodurch sicb ergiebt 

AB + CD = A{B — A) + mC(B — A) = (A + mC)(B - A). 
Setzen wir jetzt A -f- mC= (1 + tn)S, so erbalten wir 

AB + CD = S( i + m)(B - A) = S {(B — A) + (D—C)} 
= S(R — S) = SB, 

AB + CD==S{{B + D)-(A + C)}, 
oder, mit B+B—2F, A + C=2E, 

d. i. 2(F—E) = (B — A) + (D — C), 

AB + CD=- 2S(F~E) - 2{SF— SE) — SB. 
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Die Multiplikation der Gleichung 

AB + CD = SR 
mit dem beliebigen Punkte M giebt 

MAB + MCD = MSR. 
Tritt der Spezialfall ein, dafs m = — 1 ist, dafs die beiden Linien- 
teile entgegengesetzt gleiche Strecken besitzen, dann ist 
AB + CD = 08(B — A) — (A — C)(B - A) — (B — A) (C — A), 
M(AB + CD) = M(B -A)(C-A). 

„Dîe Summe zweier parallelen Linienteile, deren Strecken rricht 
entgegengesetzt gleicb sind, ist ein zu diesen Lïnienteilen parallèle* 
Linienteil, seine Strecke ist gleich der Summe der Strecken der ge- 
gebenen Linienteile, er liegt in der Ebene der Posten. Der Scnnitt- 
punkt S des Trâgers der Summe und der durcb die Anfangselemente 
der Linienteile AB und CD bestimraten Liuie benndet sich zwischen 
A und G, weim die Posten gleichen Sinnes sind, und teilt die Strecke 
(C — A) in umgekehrtem Verhâltnisse ihrer Làngen, aufaerhalb dieser 
Strecke auf ibrem Trager zunâcbst dem absolut grfîfsten Posten, wenn 
aie gegenlâufig sind. Im ersten l'aile ist die Résultante (die Summe) 
mit den Komponenten (Fosten) gleicben Sinaes, im zweiten sind sie 
und die absolut grofste Komponente gleichlâufig. Die Summe der 
Momente der Eomponenten ist gleicb dem Moments der Resnltanten 
bezOglich eines jeden Funktes des Baumes." 

Sind AB und CD (Fig. 54) die Fosten, welche bîer entgegen- 
geaetzten Sinn besitzen, bo ergiebt sich der Summenpunkt S dadurcb, 
dafs wir (B' — C) — {A. — B), (p' — A) = (D — C) machen und 
ma st den Stralil D'B' ziehen, welcher den 

S trahi AC in S sclmeidet. Denn es ist 

08 l -^AC, 

m — 1 » 

-m = mAB:AB 

= {A-D'):(C-B-). 

Zeichnen wir weiter B — S— D — B' = (B — A) + (D — U) 
= 2(F — JE), wobei E und F die Halbierungspunkte der Strecken 
(G — A) und (D — B) sind, so ist (R — S) gleich der Strecke des 
resultierenden Linienteiles SR r welcher auf dem Strahle der Punkte 
S und R willkurlich rerschiebbar ist und in der Ebene der Kom- 
ponenten liegt. — Die Figur zeigt die Hâlften der Momentenflâchen fur 
den beliebigen Punkt M. 
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„Die Summe zweier parallelen Linienteile mit entgegengesetzt 
gleîchen Strecken, eines Linienteilpaarea ist iiquivalent eineoi unend- 
lieh fernen Linienteile von einer Lange gleich den Lângen der Posten, 
Equivalent der Flïiche eines Spatheckus, welches dem Parallélogramme 
ûber den Posten gleich ist. Das Moment eines Linienteilpaares ist 
fur jeden Punkt des Baumes dasselbe, gleich seiner Summe." 
Wir setzen 

AB + CD =~ (A - C)(B - A) — \y 
und nennen y das Axenmoment des Linienteilpaares, so dais dureh y 
sowobl die Summe als auch. das Moment des Paares gegeben ist. 
Offeubar ist auch | y das Moment des Linienteiles AB in Bezng auf 
den Punkt G. 

3) Ist AB irgend ein Linientei] und ein beliebiger Punkt des 
Baumes, dann ist 

AB = A(B — A) — \0 + (A — 0)}(B - A), 
AB — 0(B - A) + (A - 0)(B — A), ' 
und wenn wir (B — A) = x, (A — 0) -= ç, çx = \ y setzen 
AB = (0 -f o)jc — Ox + çx = Ox + | y. 

„Ein Linienteil ist bezûglich eines beliebigen Punktes des 
Raum.es, den wir den Reduktionspunkt nennen, Équivalent einem 
Linienteile gleicher Strecke auf dem dûreh gebenden Parallelstrable 
und einer Momeutenflâche, die das âufsere Produkt ans der Verbin- 
dungsstrecke des Beduktionspunktes mit dem Anfangselemente des ge- 
gebenen Linienteiles und der Strecke des letzteren ist." 

Ist die Beduktion fur einen Punkt bekannt, dann lSfst sicb 
von da aus die Beduktion far jeden anderen Punkt, fur die Punkte 
einer' jeden Geraden ermitteln. Sei 1 ein bestimmter, U ein belie- 
biger Punkt der Geraden, dann ist mit 0, — = A, U — 0, = us, 
die Strecke U- — (0, - 0) -f (U — 0,) = l + us, also 

0= U—k — uE 
und die Substitution dièses Wertes von in die Gleichung fur 
AB giebt 

AB-={U+q — A — ttî)x~ Ux + çx — (A + «£> 

mit (A + ue)x — | /, | (y — /) — y». 

Ist 6, also auch die Gerade parallel x, parallel zu dem gegebenen 
Linienteile, bo ist ex = 0, daher in diesem Falle 
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AB = Ux + çx - kx — Ux + (p - A)* — Ï7*+ | y lt 
mit (p — i)x = | y,. 

Daraus erkennen wir, dafs im allgemeinen mit wechselndem Re- 
duktionspunkte die Résultante JJx uur der Lage nach, dus Reduk- 
tioiiemorof-nt hingegen nach Grôfse, Sinn und Stellung verânderlich 
ist, dafa fur die Punk tu eines Strahles (i parallel zu dem gegebenea 
Linienteile die Reduktioa dieselbe, konstant ist, 

4) Einu Schaar zusammengehôrender Linienteile des Raumes bildet 
einen ranmlichen Verein, ein raumliches System von Linienteilen. 

Sind A l B l , A 3 B S> ...AtB k} ... A„B n die Linienteile des Systèmes 
S, so ist ihre Summe mit Riicksicht auf den Inbalt der vorhergehen- 
den Nuuimer bezûglich irgend eines Punktes 0, wenn wir dieselbe 
mit S bezeichnen, 

!=■■ *— ■ *— a k—% *=» 

2==]>JA,B,-oy*,+2t>">- 2'> + l2>'" 

nnd wenn wir 

2jX k =x, j£ç k x k = çx, ^y k = y ■ 

setzen, so ergiebt sich 

S = 0x + çx=0x + \y. 

„Die Summe der Linienteile eines Vereins von Linienteilen fîir 
irgend einen Funkt des Raumes ist âqnivalent einem Linienteile 
und einer Momentenflâche. Die Strecke des resultierendeu Linienteiles 
ist gleicb der Summe der Strecken der Komponenten, er hat auf dem 
durcb den Reduktionspunkt gehenden, zur Streckensumme parallelen 
Strable eine beliebige Lage. Die resultierende Momentenflâche ist 
gleicb der Summe der MomentenflSchen der Komponenten bezQglich 
des Reduktionspunktes, resp. einem Paare, dessen Summe der resul- 
tierendeu Momentenflâche gleich ist. Fur aile Punkte des Strables ji 
durcb parallel znr Reduktionsresultanten ist die Reduktion dieselbe." 

Ist die Reduktion £=(0*, \y) fflr irgend einen Strahl f* be- 
kannt, so kann sofort aucli die Reduktion fur jeden zu (i parallelen 
Strahl ft, angegeben werden. Gebt dieser Strahl p t durch den Punkt 
0,, ist O t — = A, so erbalten wir nach der dritten Nummer 

S=O lK + ex — Ix = 0,x -}- (ç — X)x 

S=0 1 x + \ r ~\y'=O lX + \y l . 
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„Fiir aile Strahlen p iat die Reduktionsreuultante nach Grôfse, 
Richtung uad Sinn dieselbe, hingegen ândert aicb das Reduktionspaar 
im allgemeinen von Strahl zu Strahl." 

Das Moment des Reduktionspaares filr den Strahl _fi t iat 

I n = 1 y - **• 

Multiplizieren wir die beiden Seiten dieser Gleichung mit x, daim folgt 
x \ ri = x | y, £& cos (x, g,) =• kg cob (*,?), 
i 7 l co8(x,y 1 )="? COB ( Jc .J')- 
„Die Projektionen der Axenmotnente der verachiedenen Reduk- 
tionen auf die Richtung der Strahlen (t sind einander gleich." 
Wir fanden, dafs 

Ij-,— {y — X», y, — y — | (Ix) 
ist Hiernach ândert sich daa resultierende Moment im allgemeinen 
mit A. Uuter den Strahlen (i wîrd es mithin môglicher Weise einen 
aolchen geben, fur den .die resultierende Momentenflache senkrecBt, 
das entsprechende Axenmoment parallel zu ibm ist. 

Filr einen solcben Strahl j* () muTa, wenn y daa ihm entsprecbende 
Axenmoment bedeutet, O ein beliebiger Punkt von ihm ist and 
(O — 0) — A gesetzt wird, zunâcbst sein 

|ti-lr-J.«. 

Nmi mufs das Feld | y zu x aenkrecht sein, mithin mufa 

I n I * — I ôvO = o 

, sein, so dafs die Bedingung lautet, wenn wir die Torletzte Gleichung 
mit \x multiplizieren, 

j (y»c) — (A x) | * — , oder | (yx) + (xX a ) \ x = . 
Aber es ist (jcA )|jc = x2.A — (x\ A )x, und wenn wir Xq senkrecht 
zu x nehmen, ao ist (xX^}\x = x^-l 0l womit wir erbalten 

Iat nun ç der Fahratrahl nach einem beliebigen Punkte des Strahles 
fi , der Zentralaxe des Systèmes, mit aïs Koordinatenursprnng, so 
ist ihre Gleichung 

welche, mit x multipliziert, ûbergeht in 

Damit ist die Zentralaxe des Linienteilsyatemea vollstimdig bestimmt. 
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5) Siod die Linienteile eines Systèmes einander parallel, dann 
sind die Strecken aller Linienteile Vielfache einer zu ifanen parallelen 
Strecke s, es Ut AtBt •* Ak(B t — A/,) = A k m t e. — Fur èinen be- 
liebigen Funkt des Raumes ist mithin 

*=■ i^-.n t=n * = » 

S = ^J m t £ + 2 ****** = 2 *** ° E + 2 mt(f * e ' 
1— l *=l *=1 1—1 

2 = m0£ +\y. 

Die Reduktionsresultante ist parallel zu der Richtung der Linienteile, 
die Azenmomente der Posten und das reenltierende Axenmoment liegen 
in zu dieser Richtung senkrechten Ebenen. 

Die allgeineine Streckengleichung der Zentralaze kann geaehrieben 
werden 

* B Po |j'l* + «*, 

es ist jetzt k* = m*, — | y — s ^ m*p,t, mithin im vorliegenden Falle 



Set-zen wir ffir den Âugenblick 

^ m t çt •=(/', 
dann iat 

ms^jtn t Q t \ s — «(«eO |e — m[p'— (s|e')*], 
so dafs sich ergiebt 

*-£-'-£'+«- 

oder 

fo = nË=ï râ » + «« 

als Streckengleichung der Zentralaxe. 

Geht s in e' liber, wâhrend die Anfangspunkte und Grofsen der 
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gegebenen Linienteile dieselben bleiben, so ist die Grleichung der 

Zentralaxe 



^j»*1k , 'l2"*'* 



Die Gleicbungen der beiden Zentralaxen weisen einen gemeinsamen 

Ausdruck auf, weahalb sich dièse Lînien schneiden. Bezeichnet a 
ihren Schnittpunkt, p ' dessen Fahrstrahl ans 0, so ist 

^o = -f- p ' » -[- -7—- — = -j- eine konstante Strecke. 



2- 



Der Pimkt 0„ heifst deahalb Mîttelpunkt des Parallellinienteil System s. 
6) Jeder Linienteil Ali liil'st sicb aus vier ia keiner Zahlbeziehnng 
stehenden Punkten des Kaumes numerisch ableiten. Sei 



*21 a * E *> B='2 hkEk > 



danii ist, der frûberen Bezeichnung analog, 

.4B— «h, i£i% + 1*1, ■&£••{ |-»»8,iEi£*. 

Nun dîirfen wir setzen 

+ (m tji E t E a + m.iEtEt + nh.tEaEt), 
wodurcb der Linienteil 41)' als die Summe aus zwei Linienteilen er- 
scheiat, von denen der erste in dem Punkte E x entspringt nnd dessen 
Trâger die E x gegenflberliegende Ebene des Grundtetraeders in dem 
Punkte F schneidet, fur den die Relation besteht 

(«1,1 + «*],« + tn lyi )F= Mi,iJ?i + m lt zE 3 + Wi.i-Eij 
der zweite in der eben genannten Ebene liegt Die Tràger dieser 
beiden Linienteile schneiden sich in dem Punkte F, denn es ist, wie 
leîcht gefunden werden kann, dus âufsere Produkt aus diesen Linien- 
teilen gleich Null. 

Sind nun A\B 1 , AjB^, . . . J- t B it . . . A n B K n Linienteile des Bau- 
mes, so ist mit 

MB t = QfaE, + hE 3 + c k Ej + (à.E.E, + e k E& + frE s E t ) 
ihre Summe 
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Die Somme besteht hiernacli aus zwei Linienteilen, von denen der 
Trâger des einen durch einen bestimmten Punkt geht, der andere in 
ciner diesen Punkt nicht enthaltenden Ebene liegt, ao data dièse 
Linienteile im allgemeînen àich kreuzen. Weil die Punkte E L , JS^, E s 
und E t willkiirlich gewâhlt werden konnen, zieben wir aus dieser Be- 
trachtnng den Satz: 

„Ein System von Linienteilen im Baume ist anf unendlieb vîele 
Àrten zwei sicb kreuzenden Linienteilen âquivalent, von denen der 
Trâger des einen dnrcb einen beliebig angenommenen Punkt geht, der 
andere in einer diesen Punkt nicht enthaltenden, willkiirlich angenom- 
menen Ebene liegt." 

Ist 2 âquivalent einem Linienteile 



V-^A&v-AB, 



£Z—(AB)(AB) — 0. 
Ist 2 âquivalent. der Summe zweier Linienteile 

2 = ^A k B t = AB-\-CD, 

dann ist 

22 = (AB -f CD) (AB + CD) — 2(ABCD) . 

Der letzte Ausdruck verschwindet nur dann, wenn die Punkte A, B, 
C und D in einer Ebene liegen und dann ist AB-\-CD gleieb einem 
Linienteile in dieser Ebene. 

Die Bedingung dafiir, dais eine Summe von Linienteilen einem 
Linienteile âquivalent sei, ist mithin 

22 = 0. 

„Eine Summe von Linienteilen ist dann und nur dann einem 
Linienteile âquivalent, weno das âufsere Prodnkt aus ihr und ihr selbst 
verschwindet" 
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§ 57. Die Blâment» der De terminante utheo rie. 
1) Sind s,, B tl . ., î» die ursprûnglichen Einheiten eines Systèmes 
n Ur Stufe, n = 1, '?,, 3, 4, aus ihnen die Grôfsen ersten Grades a,, a t , 
... a. mittelst der Zablen a lll a l% , ... a iu a it , . . . so abgeleitet, wie 
ee das naclifolgende Gleichungensystein aussagt: 

«i — a u ti + Oije» H f- ame», 1 

o s = ajiî! -f- a^Sj. + ■ ■ ■ + «s„£n, I 



(i) 



daim uuterliegt die Bildong des aufaerea Produktes aus a lt (%, ... a, 
dem Gesetze 

a T ,E,a lH s u *~ — a, u s„a r ,e,, 
weil 

t,s u — — «„*, 
ist. 

Jedes Glied dièses Produktes besteht aus einem Produkte von 
n Zablgrôfsen uud einem âufseren Produkte der n ursprûnglichen Ein- 
heiten, in letzleren Ireten bei den einzelnen Gliedern die Paktoren in 
verachiedener Reihenfolge auf, aber auf Grund dea eben angefflhrten 
Gesetzes lâfst sich jedes solche Produkt auf die Form e l f, i ...E n bringen, 
sein Vorzeichen resultiert aus der ursprûnglichen Stellung der relativen " 
Einheiten, welche wir so lange mit Rûcksicht auf e r s, ■*= — s,B r zu 
versetzen haben, bis es erscheint. Dadurcb haftet jedem Gliede des 
Produktes «!«,...«, der Faktor e t s t ...s n an, welchen wir als einen 
gemeinsamen Faktor ausheben konnen, so dafs, wenn sodann z/ den 
Wert des zweiten Faktors bezeichnet, welcher aus einer algebraiscben 
Summe y on Zahlprodukten mit n Faktoren besteht, die Gleicbung er- 
scheint 

a i n< i . . . a, = A (i,^ ...£»). 

Den Zahlkoeffizienten A des Produktes auf der rechten Seite dieser 
Gleichung nennen wir Déterminante. 

„Eine Déterminante ist der Zahlkoefûzient eines âufseren Pro- 
duktes aus » linearen Faktoren, Ton denen jeder aus denselben n ur- 
sprQnglichen Einbeiten abgeleitet ist." 

Nebmen wir das âufsere Produkt aus den sâmtlichen relativen 
Einheiten im Gebiete n*™ Stufe 

e, S) . . . t B = 1 , 
daun ist 

«,<»:. . . . a, —d . 
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„Ei»e Déterminante ist ein aufaeres Produkt ans M Grofsen eret.au 
Grades im Gebiete m*™ Stufe, wenn das âufsere Prodnkt ans den « 
relativen Einbeiten des Systèmes gleich der àbsoluten Einheit ge- 
nommen wird." 

Dureb dieae Définition sind wir in der Lage die Eigenscbaften 
des Produites «, a, . . . «„ unmittelbar aaf die Déterminante desselben 
ïïbertragen zu kbnnen. 

Das Vorzeichen eines jeden Gliedes der Déterminante ist ab- 
bângig Ton der ursprtinglichen Stellung der Faktoren der ibm an- 
baftenden Einheit «*™ Stufe. Weil s r s, = — s,e r ist, so ândert jedes 
âufaere Prodnkt sein Zeiehen,. wenn wir irgend zwei benachbarte 
Faktoren ersten Grades miteinander vertauschen, d. h. irgend einen 
Faktor uber den benachbarten hinwegsetzen, so dafs es gleiches oder 
entgegengesetztes Zeiehen zn erhalten bat, je nachdem ein Faktor 
ersten Grades eine gerade oder ungera.de Anzabl von' Faktoren ttber- 
springt, es ist 

£ i e s " " " e P e i •***■"■ ( — l) f,£ î £ i £ s ■ " ' h ' • ' *l J 
wenn wir uns beliebig viele- ursprûngliche Einheiten denken, das System 
als polydimensional anseben. 

Wir nennen das Uberspringen eines Faktor s dnrch einen benach- 
barten eine Transposition. Dièse Transpositionen sind nôtig, um in 
dem entwickelten Ausdrucke der Déterminante jedes Einbeitaprodukt 
» tar Stufe auf die Form « t c t . . . s, zu bringen. 

„In dem entwickelten Ausdrucke einer Déterminante ist irgend 
ein Glied positiv oder oegativ, je nachdem das ibm anhaftende Ein- 
beîtsprodukt n*" Stufe durch eine gerade oder ungerade Anzahl Ton 
Transpositionen in die Form s l s i ...e„ uberzufuhren ist" 

Wollen wir eine Déterminante durch ihre Elemente ausdruckenj 
daim scbreiben wir 

«11 «iï 



(2) 



Jede Reibe von Faktoren, welche zu demselben Faktor a* gehôrt, ist 
eine Horizontalreibe, eine Zeile, jede Reibe, die zu derselben Einheit 
s k gehôrt^ ist eine Vertikalreihe, eine Kolumne der Déterminante. 

Stellen wir neben das Produkt a,« a . . . a», dessen Faktoren durch 
die Gleicbungen (1) gegeben sind, ein zweites Produkt a' a". . . «'"', 
dessen Faktoren sind 
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a' o=a ll£l -j- a 2l e^ + %*,, + ■•■ + o«i s», 
a" -~a lx e l + a„e l + a it ê i -\- h o.jï», 

«(») = oi««, + aïnïg + «an^s + ••■ + <*B«e», 
i dais die Déterminante dièses Produktes ist 



Ol» 






(4) 



(5) 



wo aîso die Horizontalreihen von d' mit den 'Vertikalreihen von d 
iibereinstimmen. Entwïckeln wir die Déterminante 4', dann enthâlt 
jedes Glied derselben den Faktor e,s, . . . e„, wie z/. Entwickeln wir die 
Déterminante J, dann sind in den einzelnen Gliedern die hinteren 
Indizes der Reihe nach 1, 2...n, wâhrend die vorderen dieselben 
Zahlen in allen Permntationen sind. Entwickeln wir zJ', dann sind 
in den einzelnen Gliedern die vorderen Indizes die Zahlen 1, 2, ...» 
der Reihe nach, wâhrend die hinteren Indizes sich durcfa aile Permu- 
tationen der Zahlen 1, 2, ... H ergeben. Aber von der Stellung eines 
Zahlfaktors in einem Prodnkte ist das Vorzeichen dièses Produktes 
nieht abbangig. Ordnen wir daher in A " an jedem Gliede die 
Faktoren a rt so, dais die vorderen Indizes der Reihe nach die 
Zahlen 1, 2, ... n sind, wodurch die hinteren Indizes dieselben Zahlen 
in allen Permutationen werden, dann stimmen die Glieder von zi mit 
denjenigen von A' vollkommen Ûberein, woraus 



hervorgeht, oder 

«Il Ois • 



an an ■ 
au Ogg , 



■ fl>a | 



„Eine Déterminante andert sich nicht, wenn wir ihre Zeilen aie 
Kolumnen und gleichzeitig ihre Kolnmnen als Zeilen setzen. — Der 
Wert einer Déterminante andert sich nicht, wenn wir aile vorderen 
Indizes ibrer Zahlen mit den hinteren Indizes vertaaschen." 

Nennen wir die hier vorgenommene Vertauschung der Elemente, 
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der Zeilen und Koiumnen kurz „Umordnung der Déterminante", dann 
erhâlt miser Satz die einfaehe Fassung: 

„Der Wert einer Déterminante ândert sien nicht, wenn wir sie 
umordnen." 

Weil nun aile beziiglich der Horizontalreihen einer Déterminante 
geltenden Satze sofort auf ihre Vertikalreihen Bbertragen werden 
konnen, ao nennen wir beîde Gattungen von Beihen einfacb „Keihen". 

2) Auf Grand der Eigenschaften des Produktas «j», .. . a„ lassen 
sîch tramittelbar mehrere Eigenschaften der entsprechenden Déter- 
minante angeben. 

Ein iiufseres Produkt aus Faktoren ersten Grades ândert sein 
Zeichen, wenn einer aeiner Faktoren eïne ungerade Ànzahl von 
Faktoren âberspringt, wenn irgend zwei Faktoren miteinander ver- 
tauscbt werden. 

„Eîne Déterminante ândert ibr Zeichen, wenn eine ihrer Beihen 
Ûber eine ungerade Anzahl von Beihen hinweggeaetzt wird, wenn zwei 
beliebige Beihen miteinander vertauscht werden." 

Beispielsweise iat 



o 3ï «as °îi «m a iï I «11 «iï «is 

Ein âufseres Produkt aus Faktoren ersten Grades, welcbes zwei 

gleiche Faktoren enthâlt, verschwindet. 

„Sind in einer Déterminante irgend zwei Beihen einander gleich, 

ao verschwindet aie." 
Z. B. ist 



Das Vorzeichen eines âufseren Produktes ist nur von der Stellung 
aeiner extenaiven Faktoren abbângig, nicht von dem Zahlfaktor, 
welcber mit einem extenaiven Faktor verknttpft ist, es ist 
a 1 a t . . . ma p . . . a. = m(a,« 8 , . . a p . . . «,). 
„ Werden aile Glieder einer Reîhe einer Déterminante mit dem- 
selben Zahlfaktor vervielfacht, dann geht ibr Wert in das Yielfaehe 
dièses Faktors fiber. — Besitzen aile Glieder einer Reihe einen ge- 
meinsamen Faktor, dann ist dieser ein Faktor der ganzen Déter- 
minante." 
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««M 
«M 



°81 «Si °M 



Es besteht die Gleichuog, wenn /3 a und y a ebenfails Grolaeu ersten 
Grades bedeuten, 

„Sind in eiaer Déterminante die Elcmeute einer Reihe Summen 
von gleieh vieleii Posten, bo ist aie équivalent einer Summe von Deter- 
minanten, deren Anzahl gleieh der Anzahl dieser Posten ist." 

Z. B. haben wir 



«si + K «ii + & 



%B 



« M 



Wir haben die Relation 

a,(« s + i»«i)«| ...«■-= ajWg . . . Oo- 

„Eine Déterminante bleibt ungeândert, wenn wir zu sâmtlicben 
Elément en einer Reihe die mit demaelben Zahlfaktor multiplizierten 
Elemente einer anderen Reihe addieren." 

1. B. iat 

«11 °lî "lfl 

S 1~( _ ' B0 11 a s»"t" mfl ia a 8s + ,M 

«Si «sa «ss 

3) Wir wollen jetzt das Multiplikationstheorem der Determinanten 
in der einfacheten Weise ableiten, dabei n = 3 nehmen, die an- 
zuatellende Betrachtung ist dieselbe fiir n ■= 4, nur ist dann die Zahl 
der Glieder grôfser. ■ 



Wir setzen 




«I — «11*1 +«11*Î + 08I*3. 


A = &11*I + &Ï1** + &»!*» 


Oj = la £, + fl„S, + ffljjf,, 


ft = ftu*! + ft.,6, + ^g'e, 


«S = «IS^l + «î» £ ï + OssEî, 


ft—*M«I + V*l + **•** 


ferner 




a = On*! + o lsl £ a + a lt s s , 


0' — &n«i + 6u«i4-ftki«i 


a" = %«, + °2î f » + a !s s 3 


/*" ™ &»1 £ 1 + ft W*ï + ^8*3 


a'" — a,,*, + a M £ s + a 38 e s 


( 3'" = ft jl É 1 +ft M e ï 4-6 39 £ 
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Bezeichnen wir die Determinanten der a- und ft-Grofeen mit jj„ und ^ 4 , 
dann ist 

4 a - „,«,«„ _ «'«"a"', z/ 6 = AAA = 0X0'"- 



Endlicb setzen w 
y, = a, 

rs = «î> 



A + «i*A + <H»A = <ii*i + ^ + c i» £ ». 
+ «iiA + «23 A = c s. e i + c «î*î + %«»> 

+ «SaA + 0»A = C îl*l + <«'ï + «33*8. 



welche Grofsen ebenfalls von den ursprunglichen Einheiten £,, s â und f, 
abhângîg sind, da solch.es ft, /3g und /3 3 sind. 
Dann besteht die Gleichung 



«3» 

oder 

Dièse Gleichung sagt ans, dafs das Produkt zweier dreigliedrigen 
Determinanten durch ein dreifaktorigee Produkt von Grofsen eraten 
Grades dargestellt werden kanu. Ein solches Produkt ist aber a têts 
einer Déterminante Équivalent. Uni dièse Déterminante zu erhalten, 
haben wir den Wert dièses Produites mittelet der Einheiten s,, c e 
und e s auszudrilcken, was dadurch gescbieht, dafs wir die Werte von 
/S,, ftz und /) 3 in die Ausdrûcke fur y x , y t nnd y 3 substituieren, was 
giebt: 

Yi — («ii*n + «iAï + «is*is) £ i + («11*81 + a n h n + «is*îs>s 
+ («,i*ii + Ont» + a«W«i . 

y% — («sAi + «m*» + ««pii)*! + (°»Ai + «îA* + <>iAi)h 

+ («Sl*«l + «!S*3Ï + Om&mHj 
fa — («si^n + «bAî + «sAsK + («ai*ïi + «sA* + *»»**.)«> 

+ («81*81 + «8Î&SÎ + «8S*as)*3- 

Indem wir die zweifachen Werte von y u y s und y s miteinander ver- 
gleichen, erkennen wir, dafs ist 

Cri ~ «ri*ti + a ra 6, s + a,sb,i. 

Dièse Reihe von Gleichungen enthâtt in Verbindung mit d a d b = d c 
die Losnng des Multiplikationstheoremes in der gewôhnlichen Form. 

Kraft, Àbrih <I«u geomelr. Kulktlli. 16 
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Wir erkennen, dais ist 

- (%,<■ + %<■ + »„«■);(*.,«, + *,.«. + °„«o - «.ift , 

und ao fort, allgemeiu 

Demnach iat, unter den a- und .Ô-Gr&fsen Punkte oder Stxecken rerstanden, 
«il A «»|A «slA 

(«i«.«i)(AAA)- «ilft «il A «slft . 
«ilft «tIA «»IA 

l Ai, B^ Puiikte sind im Elementarsystem vierter Stufe 

A 1 \B i A t \B,. ^|A A^B, 

A\\Bt A s \B t A^ A^Bz 

A,\B a A,\B, A a \B 3 A<\B S 

A t \B t A s \B t A t \B t A t \B t 

„Multiplizieren wir zwei Produkte ans je » Faktoren eraten Grades 
im Hauptgebiete m 1 " Stufe miteinander, danii erhalten wir eine Déter- 
minante, deren einzelne Zeilen daraus hervorgehen, dafs wir die Faktoren 
des ersten Produktes der Reihe nach mit denjenigen des zweiten Pro 
duktes innerlich multiplizieren." 

4) Es ist (<*,«i)l(AA) im Raume als System dritter Stufe ein 
Produkt nullter Stufe, eine Griifae dritten Grades. Wenden wir den 
Torhin ausgesprochenen Satz an, eo ergiebt sicb 

«.Ift «.Ift o 
[(«. «.) (A ft)ïï(ft ft) !(«,«.)] - 



U.^MiAXB.-BA-B,) — 



«■Ift o 

o l(ftft)(«,«.) 

I «.Ift «.Ift I 
I «iift «iift ! ' 

niithin existiert, weil (A ft) | («i «.) = («î «.) I (A A) ' s ^ H ' e Relation 



-(«.«>)I(AA) 



(«■«>)[(AA)- "' " -(«.IA)(«.IA)-(«.lft)(«>IM. 
«ilft «ilft 

„Das innere Produkt zweier Felder (Linienteile) ist gleich der 
Déterminante, deren Zeilen sich dadurch ergeben, data wir die 
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Faktoren des ersten Feldes (Linienteiles) nacheinander mit denen des 
zweiten innerlich multiplizieren." 

Sind (A 1 Â a A 3 ) und {B l B 3 B s ) zwei Flâcbenteile im Gebiete vierter 
Stufe, so ergiebt sich auf demselben Wege wie vorhin 

A 1 \B 1 



(A-^s^KA-Bi-Bs) 



M B 2 



A,\B, 


A\B, 


A,\B, 


*,\B, 


Al S, 


A,\B, 



Eine ausfuhrlicbere Determinantentheorie hat V. Schlegel in 
seinen Elementen der modernen Géométrie und Algebra unter den 
Nummern 59 bis 76 entwickelt (Leipzig, B. G. Teubner 1875). 



§ 58. Dis auXeero and die innere Multiplikation in den 
veracnieâenen Gebieten. 

Bisher baben uns drei Multiplikationsarten, welche fiir die Géométrie 
die wïcbtigsten sind, beschâftigt. — Die erate Multiplikationsart war 
die mit dem Drehfaktor ï", sie kann eine zirkulâre Multiplikation ge- 
nannt werden. — Die zweite Multiplikationsart besitzt die Eigen- 
scbaften, dais, wenn s T , s, zwei verschiedene uraprîinglicbe Einbeiten 
dea Systèmes sind, 

s r t, se — s t s rt e r6r « €ltf = 

ist, date die fur Frodukte aus Einbeiten beliebiger Stufe geltenden Be- 
ziehungen besteben bleiben, wenn wir an Stelle der in ihnen vor- 
kommenden relativen Einbeiten Grofsen ersten Grades substituieren. 
Dièse Multiplikationsart wurde mit dem Namen „âufsere Multiplikation" 
belegt. — Die dritte Multiplikationsart trat in unsere Untersuchungen 
gewissermaafsen von selbst ein, sie bat die Eigenschaften, dafs 

s r 8, = ë,e r = , e r s r ™ B,e, 

ist, dafs die fur Produkte aus Einbeiten beliebiger Stufe geltenden 
Relationen dteselben bleiben, wenn wir an Stelle der in ibnen vor- 
kommenden relativen Einbeiten Grofsen ersten Grades substituieren. 
Dièse Multiplikationsart wurde mit dem Namen „innere Multiplikation" 
bezeîchnet. — Die âufsere und die innere Multiplikation lassen sich 
atet3 in einander flberfûhren, was Folge des Ergânzungsbegrines ist. 
Desbalb erscheint bei dem eingeschlagenen Entwickelungsgange die 
innere Multiplikation nicht in der Weise hervorragend, wie die âufsere 
Multiplikation. 
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Zwischen der âufaeren und inneren Mnltiplikation steht nun nocb 
eine yierte Multïplikationaart, die mittlere Mnltiplikation, welcber das 
nachste Kapitel gewidmet wurde. 

Dièse Multiplikationsarten sind nicbt die einzig moglicben, sie 
sind nur die fflr die Géométrie ersprieTslichsten. Grafsmann hat ge- 
zeigt, dafs es unendlicb viele Multiplikationsarten giebt, die înfolge 
beBonderer Bedingungen in Gattungen zerfallen. (Journal von Crelle, 
Bd. 49, S. 123 ff.) 
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Fùnftes Kapitel. 

Die mittlere Mnltiplikation. 
(Quatemionentheorie.) 

§ 1. Ableitung der Bedingiingegleichungen der mittleren 
Mnltiplikation. 

Die aufsere Mnltiplikation im Système m*" Stufe (» = 1, 2, 3, 4) 
ist, wenn E n e, zwei verscliiedeue urspriingliche Einheiten sind, an die 
Bedingungen gebnnden 

w, + Mr = 0, s, 2 = e, 1 — • ■ • = £„ s , i,' + VH H»* = 0, 

die innere Mnltiplikation unterliegt den Bedingungen 

£ r e, = e,s r , ej S = £ s * ™ ••■ == e B s , 

Dieee Bedingungsgleichungen geken au a den drei Gruppen hervor 

1) S r B, = £,S r , 

2) *,e, + e,ë T = , V — e s s — • • • — e» s , 

3) V + V+'-' + '.'-O. 

Untersuchen wir jetzt die Mnltiplikation, fQr welcbe die Bedingungen 
e r e, -\- t,e, = , e,* = e,* = ■ ■ ■ = £„*, 

die Gleichtmgen der mittleren Gruppe bestehen. 

Weil zunâchst nnr die mittlere Mnltiplikation fur den Raum aie 
System dritter Stufe praktiache Bedeutung hat, bo befasaen wir une 
hier mit deraelben nur in dem F aile, in welcliem die ursprunglichen 
Einheiten Strecken sind, 

s i B » E i *** 1 
ist und dièse Einheiten ein Normalsyatem bilden. 

DigitizedbyGOQgle 
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Die sâmtlichen Bedingungagleichiingeii fiir die mittlere Multi- 
plikatioD im Baume aïs System dritter Stuf'e aind 

(«.«.) --(«.«0. (■...)--(«.«.). (.>,h)--(hh), (i) 

h' -h' — H'- (2) 

Die Gleichungen (1) gelten fur die âufsere, die Gleichungen (2) fur 
die innere Multiplitation, wodurch die mittlere Multiplikation eine ge- 
wisse Verkniipfung der âufsere ii und inneren Multiplikation ist. 

Auch fiir die mittlere Multiplikation ist die Anzahl der von- 
einander unabhângigen Einheitsprodukte gleiek drei, wie fur die 
âufsere Multiplikation, gleicb der Anzahl der nrsprunglichen Einheiten, 
wodurch die Einheiten des Produktes, wenn wir noch die in (2) zu- 
grande liegende Zahleinheit hinzunehmen, dieselben wie die ur- 
spriinglichen bleiben. Dièse Einfachheit verschwindet bei Gebietea 
hoherer Stufe. 

Nun ist fiir die mittlere Multiplikation, welche wir dadurcb. 
karakterisieren, dafs wir zwischen je zwei Faktoren einen Punkt setzen, 

femer ist 

(«r|«.)-0, {Sr\B r )-l, 

(e r t,)-\B t , (W = 0, 

| (e r s,) = e, , (e r £.) = — (s,e r ) , 

wenn r, s, t dem Zyklus 1, 2, 3 angebôreu, d. h. r, s, t entweder 1, 2, 3 
oder 2, 3, 1 oder 3, 1, 2 sind. 
Die Bedingungen 

(,,.,,)-(«,.«,), (.,K)-i, («,*,) -o 

sagen aus, dafs das mittlere Produkt aus zwei gleichen Einheiten eine 
Zahl sein mufs, die nâher zu bestimmeo ist, weshalb wir setzen 

(* r ■ s r ) = (e, ■ e,) — m. 
Sodann erkennen wir aus den Bedingungen 

(*W-0, |(m)-*, 

oder 

(. r |a.) - 0, (|«,|«,) - «,, 

dafs das mittlere Produkt aus zwei ungleichartigen Einheiten eine 
Strecke sein mufs, dafs wir haben mussen 
(e r ■ è,) — ne,, 
wo n eine ebenfalls nîLher zu bestimmende Zahl bedeutet 
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Fur die mittlere MultipHkation bestehen demnach die beiden 
Relationen 

(e r . é,) = m , (e r ■ e ,) = — (e, ■ s r ) = ne,. 

Fur die âufsere MultipHkation gilt dae Gesetz der Vereinbarkeit der 
Faktoren, welches auch fitr die mittlere Mnltiplïkation zu bestehen 
bat, so dafs 

£ r • fj • s, = 8 r ■ (b, ■ e,) = (e, • *,) • *, 
aein muls. 

Dadurch ergiebt sich 

B| ' î« * *r ™ (ï( ' ïf) " Sr = — (fi ' *() ' *r = — M«r ■ «r 

■= ~ n(e r • e r ) = — nm 

— — n(s, •*()"=— fi ( ■ " £ ( — *(■(— ne,) 

-«,-[->■«)] 

Weiter ist 

£r-£r* Ér = (fr-ïr)'*"- ™ me r «™ «r • M = f r -(« r -£ r ), 

f r '£r e r = e r -{e, ■«»•)=* — £,-■»£* = «et-e r — (e r -e,)-e,, 

6 r -«, • C, = (e r -*r) • h *=* »»*• ■=»£,■«* = £, ■ tr " «r = (*» " «r) " «r 

= — (e r ■ «,) • e r = — méj • s r =• — n 3 e, — — n • mc, 
= — ne, ■ ê r = e T ■ ne, 

Ans den letzten Relationen erkeniien wir, dafs bei allgemeiner 

Giiltigkeit des assoziativen Gesetzea 

me, -= — n*e,, 
d. h. « ™ + Y~~m 

sein mufs, welches die einzige Bedingung fttr die Àbhângigkeit der 
Eoeffizienten m und » roneinander ist. Daraus gebt hervor, dafs 
dièse Eoeffizienten réelle Zahlen in der Weise sein mussen, dafs der 

erste imr das négative Quadrat des zweiten zu sein hat, wesbalb es 
unendlich viele mittlere Multiplikationen giebt. 
Der Einfachheit halber aetzen wir fest 
m= — 1, 
alsdann ist 

• -±1, 
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unii weil die Wab.1 des Vorzeicbens von n uns uberlassen ' ist, so 
nebmen wir fiir die mittlere Multiplikation 

m = -1, n — + 1. 

Hiermit erhalten wir fiir die mittleren Produkte aus den relativen 
Einheiten des Systèmes 

(■r ' •.) - \{t r S.) - S t) («, ■ S r ) SA - - 1, 

(* • *) = |(«a) - - «i, (e. ■ e r ) + (s, • fc) - 0, 
(f r • e, ■ «,) — e, ■ e, — — ii 3 - = — 1 . 

§ 2. Daa mittlere Prodnkt aus zwei beliebigen Strecken. 
Setzen wir 

« =^,«*** f f"2 & * £ *' 

danu ist 

a ■ jî = (o,e, + (^Sg + a a s s ) • (&,£, + 6,*, + b s e a ) 

= aih(t l -£ l ) + a i b l (e i -£ 1 ) + a i b l (e a -e 1 )-\-a l b t (e r e a )+a s b s (E a -e s ) 

+ «A(V*s) + aA(v«i) + <*A(v*s) + oA(v«i). 

«•£= — (aA + «A + «A) + K°A — «AK + («A — «A) £ s 

+ (<»A — aA)*i}, 
aber es ist 

(«A + «A + «* M = («|0), 

(«A — oA>i + (0,6, -«A)«t + (oA — «A)«, = |(«(3), 

mithin ergiebt sicb 

«•/)-- «I(i + !(««. 

Das mittlere Prodnkt aus zwei Strecken ist gleicb der 
Summe aus dem negativen Werte ibres inneren and der Er- 
gânzung ibres âufseren Produktes. 

Ist XO der Winkel, welchen die Strecken a und (t miteinander 
einaehliefsen, £ die Stellungsstrecke der durch a und j3 bestimmten 
Ebene, dans ist 

«|/3 — o&coslD, |(tt(3)==ai!»sin We, 
folglicb. ist aucb 

«■ /5 = <*&(— costt) + sin tus). 
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Mit, 

— (a\0) = c, |(«(3) = S — de — d,^ + dgf a + d,s 3 
ergiebt sich ferner 

K . = C + d = C-(-dE, 

a.,3 = c 4-d,É, + a\e 2 + £^£ B . 

Daa mittlere Produkt ans zwei Strecken iat gleich der 
Sumine aus einer reellen Zahl und einer Strecke, die letztere 
ateht auf der durch die beîden Faktoren bestimmten Ebene 
senkrecht, ihre Lange iat gleich der Flâchenzahl des durch 
die Faktoren gegebenen Spatheckes, und der Richtungsainn 
der Strecke ist ein solcher, dafs der Spath ans den Faktoren 
des Produktes und der Strecke poaitiv eracheint. Das mitt- 
lere Produkt ana zwei Strecken ist gleich einer Zahl und 
einer Vielfachensnmme der relafciven Einheiten des Systèmes. 

Das Produkt aus den Lângenzahlen der Streckenfaktoren heifst 
die Lange des mittleren Produktes, mit l bezeichnet iat aie 



l = ab =yzïp- = y(a 1 * -f V + V)(V + V + V) ■ 

Weil 

ab cos» = fljft, -\- a^ -J- agfcj, 

| a l Zij I a, ii a « s è 3 1 

al sÎTi tes = l £ 3 ~H \ e i "H ' *i 

\a s b s l <7 S b 3 j ! a t &! I 

ist, so haben wir 

cos tt) = (<*,&, + a s 6 a -{- Oj& a ) : a& 

sinro = î , 4- , + » f ; °o- 

U«a M \a» h\ K M ) 
Ferner iat 

c == — aî> cos m, â —■ a6 sin me, 
womit sich ergiebt 

mithiri ist anch 

i = y?+~p = }V + (? = ^c* + <V -f # + rf/ . 
Fur die Stellungsstrecke e der durch die Faktoren a und j3 beatimmten 
Ebene ergiebt sich 

Stehen « nnd |S wechselseitig aufeinander senkrecht, dann iat a|/3 = 0, 
daher in diesem Falle 

a- 13= [(aft) = abe*=te, 
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koinzidieren dagegegeu a und fl, oder sind sie parallel, so ist |(a(3)=0, 
folglich alsdann 

«./)--(«|fl ab--l. 

Fur das mittlere Produkt aus den Strecken /3 und a ergiebt sied 

0-«--tf|«) + |(M--(«|0H(«fl 

— — a&(costt> + 8int0e). 
Mit ji ■—- a erhalten wir 

a ■ a = a 1 =*■ — (a | a) + | (aa) , 
« . a =. a» = — «i= — as = — l. 
Nunmehr ergebeu sicli sofort die folgenden Relationen 

«.0 + 0.» 2(«|/i)-2c, 

a-f-f-a— 2|(œ(S) — 2o. 
Weiter bekommen wir 

(« + /!)■-(« + «.(« + /))-«• + /!.« + «. /I + U- 

— o" - 2(o 1 13) + P («" + 2ao cos » + 6"), 

(« - #■ - (« _ fl • (» - /!) - «■ - • « - « . + /!■ 

— a" + 2(«| f) + ? — — («■ — 2oi cos W + S"), 
(« + «■ + (« - »' - 2(«» + « - - 2(»> + V) , 

(« + £)• — (« — p)> 4(o 1 0) — — 4a6 cos tt . 

§ 3. Das mittlere Produkt ans drel beliebigon Strecken. 

Weil das AsBoziativitâtsgesetz gilt, so erhalten wir fur das mitt- 
lere Produkt aus den drei beliebigeu Strecken a, p und y 
a ■ f ■ r — (a • /T) . y _ [- (« |/S) -I- |(«ft] • , 

- - (« l/l) • r + 1 (■/») • r - - («I «y - («M + |[|(«»rf 
(«ftO -(«l/>)r + [(««lr] 

-- («M - (a|« y + («|r)(J - (£ >■)«, 
„./i.,__„ ? ,_(j| r )„ + (,!„)/) _(„!(!),, (i) 

und wenn wir 

- afiy - c, -[(p\y) a ~ (y\ a ){i + 1 0)j,] = 5 = de 
setzen, so ergiebt sicli 

a(i-y=c-\-S = c-t-de*='C-]- d^ + d s e i + û^e 3 , 
was zeigt, data ira allgemeinen auch das mittlere Produkt aus drei 
Strecken gleich der Su m me aus einer Zahl und einer Strecke ist. 



ih, Google 



b, o a b. 



Das mittlere Produkt aue drei Strecken. Der Quotient aus zwei Strecken. 235 

Setzen wir 

«=^ a k e k , fi =^Mt, y — S, c * Sk > 
t=-i *=i *=i 

bo bekommen wir. 

a-fi-y=[{a^ ï ^-a i e i -^-a 3 e^-(b 1 B l -^-b t t i -^-b i t^\-{c l s i -^c i £ i -\-c t t^, 
+ ((°A — a A)% + OA — «AH 

— foô, + Og&j + Oj6,)c, ) s, 
+ {(a^g — a,»,)"! + (Og&j — a,&,) c « 

— (fljfe, + Œgôj, + Og^XJBi 
+ (Ms — «AK + OA — «A)»! 

— (a, 6, + Oj& s + oA)c g )s s . 
Sind in einera dreifaktorigen Produkte zwei Faktoren einander gleich, 
so gelaogen wir, die (1) beaclitend, zn den Ergebnissen 

a ■ a ■ y ^ — (a\y)a + (y\a)a — (a\u)y, 
a ■ a ■ y =•- — a?-y •= — a' 2 y , 
«•0.«- -(/»[«)« + («|«)0-(«|/ï)«, 
«■ fia = «*fi — 2(a\fi)a. 
Fiir das mittlere Produkt ans drei gleicben Faktoren (a) ergiebt sich 

a- a ■ a = — a^-a ■- — a* a . 
Ist «/3y = 0, à, h. die Zabi des mittleren Produites ans a, fi und y 
gleich Null, daon sind die Strecken a, fi und y komplanar. Sind um- 
gekebrt die Faktoren einee dreifaktorigen mittleren Streckenproduktes 
einer Ebene parallel, so verscbwindet die Zabi dièses Produktes. 

Wir erkennen unmittelbar, dais das mittlere Produkt aus beliebig 
vielen Strecken gleicb der Summe aus einer Zabi and einer Strecke 
ist. Die AuBwertung solcher Produkte bietet keine Scbwierigkeiten. 



§ 4. Der Quotient ans ewei Strecken. 

Es seien fi 1 und a, die Einbeitsstrecken von fi und a, so dafs 
fi — bfiy, a = actj ist, und denken wir uns, dafs dièse vier Strecken 
ein gemeinsames Anfangselement besitzen. 

Znnâchst kdnnen wir setzen, indem fi l durch Drehung von «i um 
s als Axe durch den Winkel m entstebt, 



= i*ai = 



T a, = a, cos TO + | (««,) si 
= cos njKj -f- sin royi, 



», 
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mit K^ffi) = y u woraua folgt 

rL = i» = e » _ coa to + sin 10 — j 

aber es iet 

£_i»_," = «> = «, * 

mithin erhalten wir 

£ — ooato + sînWB — («i|jSi)+ | (<hPÙ ft '«i- 

Der Quotient aua zwei Strecken von den Langen Bins 
ist gleich dem negatiren Werte des mittleren Produktes ans 
seinem Zâhler und Nenner, gleich der Somme aua einer Zabi 
und einer zu der durcb seine Glieder bestimmten Ebena 
senkrechten Strecke. 

e" =■ cos tu + sin voe 
nennt Hawilton, der Begrîtnder der Quaternionentheorie, den Dreher, 
Wender oder Veraor. 
Zufolge der Formel 

ergiebt aich fiir die Quotienten aus den relativen Einheite n des 
Systèmes 

^== — î s ■*, =- — [(«ï«i) — «|j f = — B l ■ f, = — |(«,S t ) = — £„ 

und ao fort. 

Nunmebr erhalten wir fur den Quotienten aus den Strecken 
und a 

IL _ *Éi _ *L h 

P b ? 6 / , ■ .^ 

i. m= — e « = — (coa TO -f- sin njf). 

Nennen wir — die Lange des Quotienten, so iat deraelbe das Produkt 
aus seiner Lange und dem Schwenkungsfaktor. 

Aber es ist, mit 

— cos ro =■ c, — sin W e = d = de , 

— ■=e+d'™c + <fa = c + d l e 1 + d i e il -f- d s t 3 , 

wodurch aueb der Quotient aua zwei beliebigen Strecken als die 
Summe einer Zabi und einer Strecke, ferner ala eine Vielfacbensumme 
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auB der absolu ten Einheit und den drei relativen Einheiten des 
Systems erscheint 

Beacbteu wir, dafa 

iat, dann haben wir oocb 

i-àW^ + K*»]--^-^- 

Der Quotient aus zwei Streeken ist gleich dem mittleren 
Frodukte aus Zâhler und Nenner, geteilt durch das Quadrat 
des Nenners. 

Die Lange des Quotienten ist 

aber es ist 

& b . 

c — — cos 1D , de »= — sin to s , 

mitbin 

c» + d* — c» + S^ — || = ï* , 

folglich ist auch 

Das Ergebnis fflr den Quotienten ans zwei beliebigen Streeken 
sagt uns unmittelbar, dafa 

f--y-pi«i^-ic««i 

■= -=r (cos n> — sin n)«) = -t-e * 

ist. Die Drehung erfolgt jetzt im entgegengesetzten Sinne durch eînen 
gleichgroisen Winkel wie vorher, denn es ist auch noch 



Fiir die Summe und die Différent der beiden Quotienten ■- - und -„ er- 

a p 

giebt sich 

-^■. l(&* + »')(«!« + (»'+«')[(»«) 
-Jp{(P*±"*)(."\l>) + » 1 +« 1 )l(«») 

Fiir die Addition von Quotienten mit demselben Nenner erhalten wir 
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Ail. L_ï I !■«„ g-« + y« = tf+7)-« , 
g , y ^ P + y 

Streckenquotienten mit gleichem Nenner sind wie ge- 

wolinliche Brilche zu addieren. 

Fiir das mittlere Produkt ans — und -=- ergiebfc sich 

« " f) = a* 6* "** ' 



§ 5. Das mittlere Produkt ans elnem Streckenquotienten 

und seinem Nenner. 
Wir fanden 

£--/>.-«,. 

Werden die beiden Seiten dieaer Gleichung mit a, multipliziert, ao folgt 

^■«t--(A-«i)-«t--(A-«i'«i)— -A-(«i-«i)— -A(-i), 

inithin ist 

Ferner Iiabeu wir 

A tlî, 

dahet ist 

~-« ?(/!•«•«) p[fl ■(■•«)] ^ (>(-«'), 

Wird ein Quotient aus zwei Strecke'n mit de m seinem 
Nenner gleiehen Faktor multipliziert, ao erscbeint sein 
Zàhler. 

§ 6. Die Quateralon und ihr reziproker Wert. 
Das mittlere Produkt und der Quotient aus zwei Strecken er- 
scheinen unter den gemeinsamen Formen, wenn wir beide durcb q be- 
zeicbnen, 

q = c + d 1 8 l -f- ^a£î + rf 3 £ 3 ■ 
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Die letztere Form nennen wir die Normalfonn diescr Verknûpfungen. 

F3r Produkt uod Quotienten wâhlen wir mit Hamilton den gemein- 

samen Namen Quaternion, weil beide sien aus Tier voneinander un- 

abhângigen Einheiten, Ton denen die eine die absolute Einheit ist, 

die drei ttbrigen die ursprfinglichen, einen Normalrerein bildenden 

Einheiten des Systèmes sind, numerisch ableiten lassen. 

Den reziproken Wert der Qaatemion q bezeichnen wir mit — 

und definieren ihn durch die Gleicbung 

-.ff — 1. 
ï a 

Das mittlere Produkt ans — und g, wobei der Faktor a die Summe 

aus einer Zabi und einer Strecke ist, kann nur daim eine Zabi sein, 

wenn aucb — die Summe aus einer Zabi und einer Strecke ist. 
3 

Nun sei gegeben 

dann wird 

sein, wo die Koeffizienten b , b l} b % und b 3 nâher zu bestimmen sind. 
Infolge der Defimtionsgleichung mufs 

(Pc + 6 iV+ Vi + W ■ ( a o + a£ i) — ! 
sein, was gicbt, wenn wir die Mnltiplikation auf der linken Seite 
dieser Gleicbung ausfuhren, 

(«(A — °W "f" (floK + a K) e i + (°iA H" °M*i "+" ( a oh — a ^s)*8 ~ ! ) 
welche Gleicbung nur dann esistieren kann, wenn 
a o b — ab 1 '=\ , a 6, -\-ab = 0, a b a -\-ab a = 0, a 6 s — o6 s = 
ist, woraus 

folgt, so dais 

ist. 

Der reziproke Wert einer Quaternion ist wieder eine Qua- 
ternion, sie ist gleich der durcb das Lângenqnadrat der 
ersten dividierten Quaternion, welche mit der ersten gleiche 
Zabi und entgegengesetzt gleiche Strecke besitzt. 

Fur die Lange der Quaternion q bestebt die Gleicbung 
i s = a '+ a 3 . 
Setzen wir 
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a a =l coaXO, 
dann folgt hieraus 

o = l sin tt>, 
womit sicfa ergiebt 

q = ï (cos tt) + ain tofj), 

■—■=-» ( c ° a » — sin »£,)• 

q p \ 1/ 

Ist insbesondere ï « l f g eine quatemo Einheit, dann haben wir 
g = a -f- at t = cos to + sin lue, , 
— ■= o — as 1 = cos to — sin lus, = (p 1 . 

Eine Quateroion ist im allgemeinen die Summe aus einer Zahl und 
einer Strecke, ist die Strecke gleicb Null, dann ist die Qnaternion 
Équivalent einer Zabi, ist die Zahl gleicb Null, so ist sie einer Strecke 
gleicb. 

Nebmen wir o„ =* 0, ae l = a, dann erhalten wir 

mm -L = -1 = _ J_ = »-I 

ï ' q a a' 

Der reziproke Wert einer Strecke ist gleich der durch 
das Quadrat ihrer Lange dividierteii , ihr entgegengesetzt 
gleichen Strecke. 

Bestebt die Quaternion aus der Strecke s t von der Lange Eins, 
dann resultiert aus dem vorstehenden Satze 



« = **> 



worans mit fc= 1, 2, 3 die entsprechenden Relationen fiir die rela- 
tiven Einheiten des Systèmes sicb ergeben. 
Wir haben 

a,'- aa„t, + 00,*. + a' «.'-M ' * 

g ■ 1 _ ( a „ -f a 6 ) ■ * -7 "» — 1 
* g V " ' " a,* + ** ' 

daber bestebt die Beziehung 

o — = — -g ™ 1. ■ 

„Das mittlere Produkt aus einer Quaternion und ibrer 
reziproken Quaternion ist vollkommen kommutativ, es ândert 
seinen Wert uicht, wenn seine Faktoren miteinander ver- 
tausebt werden." 
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Sei 



dann ist 
folglicb 
nnd 



j. .-î-.a-f, 






§ 7. Konjugierte Quaternionen nnd die Lange eines Prodnktes 
von Quaternionen. 

Iat q = (c + 8) eine Quaternion, dann heifst g& = (c — 8) die 
zu jener konjugierte Quaternion. 

Far die mittleren Produkte ans zwei solchen Quaternionen er- 
giebt si cli 

(c + Ô) ■ (c — 8) = ê + c8 — c8 + *i — | (8 8) 

= c 2 + H — Z s , 
(c — ») - (c + tf) = c a — câ + cS + tf* — | (88) 
_ c « -f ô>a _ p, 

woraus hervorgeht, dais 

q-q f —q K -q 
ist 

Das mittlere Produkt sus zwei konjugiertert Quater- 
nionen ist gleich dem Quadrate der Lange einer jeden. — 
Das mittlere Produkt aus zwei konjugierten Quaterionen ist 
vollkommen kommutativ. 

Wenn q = (c + 8), q' = (c' -f- 8") ist, dann ergiebt sich fiir die 
Produkte q ■ q' und q' K ■ q K 
q -q'—ic +8) .(a'+ *')-{«'—*!*'} + [c'8 + cd'+\(88')} 

= m + v, 
îi-î*— («'-*')•(<; — d) « {cc'-*|*'}- { C '* + C *' + |(W)} 

= m — v. 
In entsprecnender Weise finden wir 

q • q' ■ q" • • ■ q<*> = m + v , 

«ï } • aï -1) ■ ■ • S*«* — » - * . 

Das mittlere Produkt aus beliebig vielen Quaternionen 



h des goomolr. Kallitlls. 
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iet konjugiert dem umgekelirt geordneten Frodukte der kon- 
jugierten Quaternionen. 
Wenn 

q . q ' = m + v 
ist, daim ist 

(g-q') x -=m — v, 

folglich ist, weil auch die Relation besteht 
çt'xQK= tn — v, 

Der koBjugierte Wert des mittleren Produktes ans zwei 
Quaternionen ist équivalent dem umgekelirt geordneten 
mittleren Produkte der konjugierten Quaternionen. 

Die Langen der Quaternionen (c -f- d) und (c — â) sind einander 

gleich, es ist 

i =j/c*_ j ! =yc"q-lî-]/( c + *)•(« — *). 

Dadurch kônnen wir die Lange des mittleren Produktes ans beliebig 
vielen Quaternionen in sehr einfacber Weise entwickeln. 
Sei gegeben 

q-q' = (c + â)- (c + S') = m + v , 
dann haben wir fur die Lange dièses Produktes die Relation 
V- (» + .)• (m -v)-(e+i)-(c'+S-)-{e'-S')-\e~S) 

aber (c' s — â'*) ist eine Zabi, folglich dûrfen wir schreiben 
P= ( c + S) ■ (c - S) ■ (c 1 *- S' 2 ) 
— {<*— ^)( c *«— tf'*), 
und mithin ergiebt sich 



Ï«y?+diy7 ï +* ï â. 
Dièses Yerfabren konnen wir auf beliebig viele Faktoren ausdebnen, 
wodurch wir zu dem Satze gelangen: 

Die Lange des mittleren Produktes von beliebig vielen 
Quaternionen ist gleich dem Produkte aus den Langen seiner 
Faktoren. 

§ 8. Sommation von Quaternionen. 

Sind gegeben 

q = c -f- de, q' — c' -f- d'e', 
dann haben wir 



, y GoogIe 



Die Vertanschbarkeit der Faktorea eincs t'roduktes von Quatornionen, 243 

3 ± «' = c + d« + (c' + d's) 

~ (c ±0 4- {de + d' Y) — Cj + *,, 
mithin 

ï (0) + a' + s"+ ••«'■'-«. + *.. 

Die Summation von Quaternionen fflhrt wieder zu einer 
Quaternion, die Zahl der letzteren iat die Summe der Zaïilûn 
der Fosten, ihre Strecke die Summe der Strecken der Posten. 
Sind die Stellungsatrecken « (0 >, »',.., «M einander gleicb, so 
iat die Stellungsstreeke der reaultierenden Quaternion pa- 
rallel den Stellungsstrecken der Fosten, - . 

Wir erbalten 

2 + 2z-=c + d + c — d = 2c, 
q — q s *=c + 6 — c + d = 26. 

Die Summe aua einer Quaternion und ihrer konjugierten 
iat gleicb der zweifacben Zabi einer jeden, ihre Differenz 
ist gleicb der doppelten Strecke der erateren. 



§ 9. Die Vertaosohbarkeit der Faktoren elnea mlttleren 

Ctuaternionenproduktes. 
Wir erbalten 
S -q'-(c +*) -(c'+O 

— {cc'—S\â'} + {c'd-\-cÔ'+\(âÔ')} =m + v, 
q-q=(c'+S')-(c+â) 

— {en'— d\a'} + {o'd + <!»'- |(W)}— *» + *'. 

Die Paktoren dea mittleren Prodnktea aua zwei Quater- 
nionen aind nicht vertauschbar, die Vertauscbung ândert 
nicbt die Zabi, wohl aber die Strecke des Ergebnisses. 
Setzen wir 

q'-q"*=q'", 
dann ist 

(«' • ï")« = 9.K ■ Zu — ii' , 
folglicb bekommen wir 

(a' • 2") • (a ■ 2")* — (m' ■ O -<ïkqk — g'"- a* = V"\ 
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§ 10. Mittlera Produite ans quaternen Einheiten. 



q = cos m + ain Xoe, q' = cos la' -\- sin n)V, . . . 

Zunâchst erlialten wir fur das mittlere Produkt aus zwei quaternen 
Einheiten 

q • q' ■- (cos W + sin Vos) - (cob Xo' + sin tt'c") 

t=- cob (m + K 1 ) -f- sin M) cos n'e -f- cos TO sin ïoY 

+ sin W sin l»'|(££'). 

Sind die Stellungsstrecken £ and s' gleichartig, dann ist s' = f und 
es ergiebt sich 

q.q' ,= coa (tt> + »') -f- sin (m -f *»')*■ 

Mit Rflcksicht daranf, dafa q ■ q ■ q" =■ (q ■ q') ■ q" ist, bekommen wir, 
bei gleichstimmigen quaternen Einheiten, 

q - q' ■ q" ■ ■ ■ jW = cos (W + m' + H)" H 1- » w ) 

+ sin (tt) + »' + W" -) 1- W<">)£. 

Multiplikation gleichstimmîger quaterner Einheiten ist 
Addition ihrer Winkel. 

Dieaer Satz lâist sich auch in einfacherer Weise ableiten, denn 
wir haben nocb 



...gl 



•) = £ 



q.q'.q". ..$») = £« 
folglich 

q.q'. g"., .gt") = cos(tt) + tt>' + »"+ • ■• + *» w ) 

+ sin (w + ro' + w" H \- m<">>. 

Sind die quaternen Einheiten einander gleich, ist 

m = m' = w" = • ■ • =— w, , 
dann ergiebt sich 

q'- q" ■ ■ ■ g<") = g" =1 f » = cob «tD + sin ntaa. 
Ist 5 eine qnaterne Einheit, dann bestehen die Relation en 
q — Oa + as, - = a — ac = q-\ 
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wodurch wir erhalten 

g* «= (a + aê) s = (a^ — a*) -\- 2a ae , 
<P S ™ ( a o a — °*) — 2a ae , 

j% = (a Q — a£y = (a o i ~a , )—2a ae = q- 
In entsprechender Weise finden wir 

—è = Oo^o* — 3°*) — °(3a a — a ) s = S -3 » 
und 90 fort, so dafs die Relation 



l'iir qn a terne Einhuiten besteht, wenn n eine positive ganze Zahl ist. 
Veratehen wir jetzt noter n irgend eine réelle, ganze, gebrochene, 
positive oder négative Zahl, setzen wir n = + — , dann ist auch 

g^T.ca (±~xo) + ain (±-f V>)e, 
aber mit einer Beschrânkung, demi es ist mit 

q = cos + sin ■ e = cos 2n + sin 2» • t = 1 , 
die Quadratwurzel aus dîeaer Einheit 

g * = cos + sin - e = 1 , und q * = cos « -f- sin n ■ £ = — 1 , 
ferner erhalten wir in den Fâllen 

q = cos a-f-si 11 ""£=!) q = cos ( — ir) -)- sin ( — re) e = — 1 
fur die Quadratwurzel aus dieaen Einheiten 

2*= cos -5-^ + ain-s-K • b = e, 

gï = cos (- >-») + aîn (- -±-jt) 6 s, 

wodurch sich eine Zweideutigkeit herausstellt, waa unstatthaft ist. 

Deshalb mûasen wir fur die Potenzierung mit beliebigem reellen 
Exponenten festhalten, dafs der Winkel der Quaternion innerhalb der 
Greazen einer ganzen Umrollung bleibe, z. B. zwischen % und — « liège. 

Eine quaterne Einheit, deren Winkel zwiachen a 
und — « liegt, potenzîeren wir mit einer reellen Zahl, wenn 
wir ihren Winkel mit dieser Zahl multiplizieren. 
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§ 11. (Auotienten ans Qnaternionen. 

Weil das mittlere Produkt und der Quotient aus zwei Strecken 
Quaternionen sind, setzen wir t'est, dais auch der Quotient aus zwei 
beliebigen Quaternionen eine Quaternîon sei, dafa 



i naturgemâfs folgt 

q"=q'"q'. 

Weil daa mittlere Produkt aus zwei Qnaternionen wieder eine 
Quaternîon ist, weil 

q'"-q'=q" (1) 

ist, so ist 



womit ebenfalls der Quotient ans zwei Qnaternionen definiert ist. 
Aus der Gleichung (1) folgt 

q'" .q' -q' E — q" . q' g 

q'"l' t = q"-q El |tI" — q" ■ q'g, 
mithin ist 

2" 9" ■ 1k 

? — r* 



(2) 



Weiter haben wir, wenn wir q' = a^' + a'e' setzen, 



1k 



und wenn wir dièse Relation mit q" multiplizieren, so folgt 

» l s"* si ,„, 

Nun resultiert aus den Gleichungen (2) und (3) 

Fiir das mittlere Produkt aus eîner Quaternîon und einem Quaternionen- 
quotienten erhalten wir 

^X-g'.'^S-'—'l^'-'-S- (5) 

Fur die Division eines Quaternionenquotienten durch eine Quaternîon 

ergiebt sich 4 
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Quotiûnten a 



g 73 " g'" I" 

• g' . (g"' . q") K 



g ■ ri ■ <l'k 



Ferner bekommen wir fiir die Division einer Quaternion durch einen 
Quaternionenquotienten 

j _ /*"" a'(g"-Qj «'• («*)*■«* 
m ri?" r- - i- 



__ g ■ g ■ g g _ 9 ■ g 

- j-. - a " 

Noch haben wir 



(7) 



g" ' g^ 7 = 3 ' g" ' 2 ' g'" 3 ' g'" = g" ' 
g' g" g*" g' g'" . l », 1 , J . 

â " g"' 3 ' g'" ' g' — ï ' „'" '2 "g"' ï ' j* "" 1 

und es ist stets 

' g" "3. " g' - g'"3> " g' *^> g' '" 

a 3 < * ' g < a ' /g_\ < a a 

§ 12. Losung von Cluatornionengleichungen. 

L) Seien «, fi and y drei Strecken, fur welcbe die Gleichuugen 
bestehen 

a|/î — 0, a|y«=m, apy = Q, 
utid es eei eine Gleichung aufzustellen, welche diosen drei Bedingungen 
genûgt. 

Weil die Relation beateht 

<ftOI«-(«|Ar-<rl«)f>, 

so ist 

(Pr)\« — ™0> 

and das ist die gesuchte Gleichung. Dcnn multiplizieren wir die aus 
den beiden vorhergehenden Gleicbnngen resultierende Gleichung 
mf -&.]«)() -(«]»)■ 

mit ya, ao folgt 

mafiy ~ (y\ct)ufty , 

welche Gleichung mit a(iy = befriedigt wird. 

Gelien wir von der mittleren Multiplikation aus, dann baben wir, 
weil afiy = sein mufs, 

«■/>•>■ Wr)' + W«)/> - («!»)•■ 
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Wegen der beiden eraten Bedingungen nnifs nun sein 

woraus folgt 

(p»|* ™p. 

Multiplizieren wir dièses Ergebnîs mit \(f, ao wird 

(p»I<««- I ,!" 7 !" | - ("Wir) - <rl«)P-- «P. 
I p|p rlp I 

und weil a |/3 = ist, bo ist in der That 

wie de m sein mufs. 

2) Gegeben seien die drei Gleichungen 

\l«\(fir)]-<«r, i(W- !(»«)-«. *«r-o, 

und es sei eine Grleichnng zu foriuieren, welche diesen drei Be- 
dingungen genllgt. 
Ztmacbet ist 

I(ft0 ■ l(»«) - - \(fr)H»') + [ VrW')l 

(p,)\ (s,) + (t.fir - (t, r )p, 

80 date wegen der zweiten und dritten Bedingung 

\<tr) ■ l(*«) - (»««/ 

ist. — Weiter haben wir 

• ■\m- i(»«) -(«■««■ r, 
[— «fr + |[«l(ftO]l • ICO - ('•««■>■, 
(- «/!y + «ij.) ■ |(J 8 ) - (»««« ■ r, 
- !(«*■*•) + »7 ■ |(4«) - (<«»« ■ r, 

wegen der dritten Bedingung 

- m\(ta) • y -> (Sefi)a ■ y 

Nun giebt die mittlere Multiplikation der Seiten dièse r Gleichung 

mit — 
v 

- ■»'(*•) ■ r • y — (*«p> • y • 7. 

mitbin ist 

- mU«.) - (*««« 
oder 

m |(tf«) — (/ïetf)c 
die gewUnschte Lôsung. 
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3) Sei die Streckengleichung 

(«■* .0.— y, 

was bedeutét, dais die Strecke des mittleren Produktes a ■ q ■ fi ge- 
geben sei, fur y aufzulBsen. 

In diesem Falle haben wir 

• -•.0--« f + («IA--tflf)«- -(•!»)?. 
mithin mufs sein 

r-(«|Af-tf|f)a-(«|«)^. 

Aus dieser Gleichung folgt 

(•»)!/> -W»W + r,* (2) 

(M|.-»)« + ,. (3) 

Jetzt giebt die Multiplikation der (2) mit |/3, der (3) mit {et 

o-(a\t)p- + fi<r, o-(/i\t)<^ + r\', 

folglicb ist 

und wenn wir dièse Werte in die (1) subatituieren, so ânden wir 

4) Sei die Gleicbung fiir p aufzuloseii 

(« • d ■ (,)„ = y. 
Wir mûssen haben 

« . jj . ç «p p _ («Iflp + («fl)|p ^ - tt ^p + y , 

folglich 

c («!»<> + (««[(■■ 

Nun giebt die âufsere Multiplikation dieser Gleicbung mit afi 

«/),-- («!«./), + («»(««!», 

a0y = — (a|0)a0p, 
daher ist 

"«If 
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so dafa 



'\t' 



'■P-t-r + l 

5) Ferner sei fur p die Gleichung aufzulôsen 

Ans dieser Gleichung folgt zunâchst 

(fi' \ç)(a' a" a") = «"«">, 0'|p — «"«">: «'«"«'", 
(/î"|p)(_a'a"a'") = a" a y , fl"\tf == a "a y : a a" a'", 
{fi'" \çf){a' a" a") =*■ a'a'y , |9'"jp = a'a'y : a'a"a'". 

Sind a, 0, y drei nicht komplanare Strecken, dann lâfst sien eine 

vierte Streeke des Raumes darstellen dure h 

»-*|(W/0 + »lfM + «IO'«). 

weil daim 

y\d = xa(iy, a\S = ya^y r fi\S = zu$y 
ist., so ergiebt aich die Relation 

(«ft.)j - W«)|(«» + («|4)|tfr) + tf l*)l(r«)- 

Nun folgt vermoge dieser Gleichung mit a, fi, y, S resp. gleiefa 
§', §", p'", p, date 

tfi'P'Df = on^iw) + (P'wwpi + (new/n 

ist> mittiin ergiebt aich 

(«'«"OOi'O™)» - («'«»IC/«'/«") + («"«'" j.)|(/J"/n 

welche Gleichung die Streeke q bestimmt. 

6) Sei gegeben 

!(•»)-»■ 

und sei die Streeke p zu ermitteln. 

Wir erhalten, wenn wir dièse Gleichung mit « multiplizieren, 

('«01»- 10"). » 2 » -(»!»)« -Ifr»), 

und weil p|f unbestimmt ist, so aetzen wir p|e = a;, womit aich 
ergiebt 

p_ [a-e + Kye)]^. 
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Ferner haben wir 

e-Q= — a\ç + \(tç) 3 + Y, 

* - - à ■ (- * + jO -.&»• + «ly + 10")] à • 

7) Wir betrachten jetzt die nicht allgemeine Gleichung ersten 
Grades 

a -2 = 2-6, (1) 

in welcher a und b beliebige Quaternionen sind. 

ftfhltiplizieren wir dièse Gleichung mit a*, so i'olgt 

a x ■ a • 2 ™" û« ■ 2 ■ D . 
d. i. 

Vî = «* • 2 • b , 
ferner ergiebt sien, weûn wir die (1) mit 6 multiplizieren, 
2 -b 2 = a -2*b, 

und die Addition der beiden letzten Gleichungen fiihrt, wenn all- 
gemein durch q, und q a die Zahl und die Strecke der Quaternion q 
ausgedrûckt wird, zu 

Va + «■•■ — 2a,2-b-=0, 
oder 

fi'(V+6* -2a,ï) = 0. 

Daraus geht hervor, dafs es nur dann eiuen reellen Wert von q giebt, 
wenn 

V + b» - 2a,b = (2) 

ist 

Setzen wir 

b = a,+yô^V, " (3) 

dann haben wir 

(b — a,)* = a,, 8 , oder b* + a,* — a„ s — 2û,6 = 0, 
oder 

V + V -20,6 — 0, 

folglich ist die (3) eine Losung der (2) fur b, wobei s' eine Strecken- 
einheit bedeutet. 

In ahnlicher Weise zeigt es sich, unter b eine andere Strecken- 
einheit verstanden, dafs _ 

M 



ist. 

Nach (1) mufs sein 


o — 6* + V'M» 


h — h, 


d. h. fl, s — Ha 3 = 
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woraus foigt 

Aber mit (2), (3) und (4) finden wir, indem 

6 = 6, + b , a = a,-\-a a 
ist, 

6,* + 26,6,, - V - 20,6, - 2a,K + a,* - a,,* = 0, 
a," + 2a,a„ - a, 1 — 26,a, — 26,0a + W — W =■ 0, 
und weim wir die eiiie dieser Gleichungen von der anderen abziehen, 
so ergiebt sich 

(a, - b,)(o„ - 6.) - 0. 

Dièse Gleichung wird nur befriedigt, wenn einer der Faktoren dea 
Produktes auf ihrer liDkea Seite verschwindet. Nehmen wir ao, dais 



sei, dann ist auch 


a, 1 


— y f 


welcues 

iiach sicb zieht Mithin ist 


a n : 


' — V 



Setzen wir noch q = r -f- ç, ao lafat sich die Gleichung (1) scbreibeii 

( 0l + a,) . (, + p ) = (r + p) ■ (6, + 6„) , 
oder 

(vb + M ■* +•)-('+»)■ (^ + £d- 

das heifst 

(« + «).(, + ,)_(, + ,).(„ + «'). 

Die DurchfÏÏlirung der Multiplikation auf beiden Seiten dieser 
Gleicbung gîebt 

r(.-.')-(«- Ole + ][(>(« + «')]. 

welcbe Gleicbung nur dann existieren kann, wenn 

ist. 

Die erste Bedingung aagt aus, dafs p normal zit (e — e') sein 
mufs, ao dafa, wenn y irgend eine mit (s — s') tingleicbartige Strecke 
bedeutet, die erste Bedingung durch 

befriedigt wird. 
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Damit geht die zweite Bedingungsgleicbung ûber in 
r(, - e ') _ [,,(, _ e ")] | (, + ,') - fr| (. + «')] (« - O, 
f'olglich ist 

*■ = Y I (* + «*) • 
Nachdem die Werte von q und r bekannt geworden sind, erhalten wir 

j-rKi + O + IWi-O]. 

Nun konnen wir schreiben 

j-[i|f-l(«r)l + B'l«'-l6'0]. 

wodurch eicb ergiebt 

g = _ s . y _- y . e ', 
oder, mit y = — f 1( 

2 — « ■ ft + Yi ■ •'• 
Subatituieren wir diesen Wert von q in die Gleicbung (1), so finden 
wir, dafs sie dadurch befriedigt wird. 

8) Zum SchluBse geberi wir noch die Loeung der Gleîchung 
zweiten Grades 

2 a = <2-a+b. (1) 

Um q zu ermitteln, set-zen wir mit Hamilton 

!-T(° + ■ + »). ( 2 ) 

wobei w eine noch unbekannte Zahl und q eine zn bestimmende 

Strecke bedeutet 

Die Substitution dièses Ausdruckes fur q in die (1) liefert 

1 ( fl + w + çf = \ (a + w + ç) ■ a + b , 
bierans folgt durcb Losung der Klammern und nacblierige Umformung 
(w + p) s + a ■ e — p ■ a = a 3 + 4b , 
(w + çf+ 2 | (a fl p) = (a, + a )* + 4 (b, + 6.) , 
w 3 + 2wp + p 2 + 2 1 (Oaf) = a, 2 + a/ + 4b, -f 2a,a + 4b„. 
Setzen wir nun 

o =«, o,'+ a 2 + 4b, = c, a,o„ + 2b„ — y , 

dann wird 

„. + p. + 2„ ( , + 2|(« ( ,) = e + 2 r , 
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